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 فصل اول
 تابع اوليه

اكنون مي خواهيم بدانيم چگونه . ه مي توان مشتق را بدست آوردقبلاً ديده ايم كه اگر تابعي در دست باشد چگون
انتگرال گيري يـا ضـد مشـتق     ،به عمل تعيين تابع اوليه .مشتق آن معلوم است را بدست آورد مي توان تابعي كه

 .گيري گويند
 :تعريف تابع اوليه

را  F(x)صدق كنـد،   f(x)= F(x)طه در راب F(x)باشد اگر تابع  (a,b) تابع پيوسته اي بر بازه f(x)هرگاه تابع 
و همانگونـه كـه   ). 2x3=)3xاست زيـرا   2x3يك تابع اوليه براي  3xبه عنوان مثال . مي نامند f(x)يك تابع اوليه

 مي باشد2x3= f(x)ميدانيم مشتق عدد ثابت صفر است بنابراين هر يك از توابع زير نيز يك تابع اوليه براي 
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 .ميباشد f(x) يك تابع اوليه براي تابع .هر عدد ثابت دلخواه مي تواند باشد Cكه  F(x)+Cبنابراين 
 :انتگرال نامعين

 Cبـود كـه در آن   خواهد F(x)+C به صورت F(x)آنگاه هر تابع اوليه ديگر. باشد f(x)يك تابع اوليه  F(x)اگر 
. بكار برده مي شـود  f(x) را براي نمايش كليه توابع اوليه) f(x)انتگرال)(f(x) (رو نماد  مقدار ثابتي است از اين

  F(x)+C=f(x)dx  يعني
 .داراي انتگرال نامعين است f(x)آنگاه تابع . پيوسته باشد I در فاصلهf(x) اگر تابع :قضيه

 :فرمولهاي اساسي انتگرال
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 xتـابعي بـر حسـب    Uكه در آن  dx=Udxبه عبارتي  dxعبارت است از مشتق تابع ضربدر :ديفرانسيل تابع
 .است
 .را بدست آوريد y=x 2ديفرانسيل: مثال

xdxdydxydy ٢ 
معمولاً از اين روشها در مواقعي استفاده مي شود كه تـابع مـورد انتگـرال گيـري بـا       :اي انتگرال گيريروش ه

 .روابط ذكر شده منطبق نباشد
 روش تغيير متغير يا جانشيني) الف

بع در روابط ذكر شده قبلي يك چند جمله اي يا يـك تـا   xاز اين روش در مواردي استفاده مي شود كه به جاي 
 :فرض مي كنيم مانند Uكه آن را اده قرار گرفته باشدمورد استف

١٠٢:                         يك عبارت جبري به توان رسيده باشد مانند) 1 ٣ )xx()x(f  

xcos()x(f),xxsin()x(f(    زاويه كليه توابع مثلثاتي مانند )2 ٢۶۴٢  

                         اييتوان يك عبارت نم)3
٢۴٣۴٢

۶
xxx )x(f,e)x(f

  

xx(Ln)x(f(توابع لگاريتمي                                                         ) 4 ۶٢  
 .ي براي انتگرال گيري انجام مي گيرده اكه محاسبه انتگرال آنها با استفاده از قاعده زنجير

 F(x)تعريـف شـده و    Iروي  f(x)ور كلـي  باشد بط g(x)€Iو  xتابعي مشتق پذير از  g(x)فرض كنيد  :قضيه
 :آنگاه U=g(x)در اين صورت قرار دهيد . باشد Iبر  f(x)يك تابع اوليه 

   c)u(g(Fc)U(FdxU)U(fdx)U(fdx)x(g)x(g(f 
 .بنابراين مي توان روابط قبلي را بصورت زير درآورد

  cUdU)١ 

 
 


 cU

n
dxUUdUU) nnn ١

١

١
٢ 

 .دانتگرالهاي زير را محاسبه كني :مثال

  ?dx)x()x()الف ٢١١٠٢ 
 :يعني. فرض مي كنيم Uابتدا عبارت زير توان را 

xdxdUxU ٢١٢  

 
 


 cUcUdUUdx)x()x( ١١١١٠١٠١٠٢

١١
١

١١٠
١

٢١ 

 مقدارش را قرار مي دهيم Uاكنون به جاي 

c)x()x(F  ١١٢ ١
١١
١ 

  ?dxx)x()ب ٢٢٠٣ ۵ 
dxxdUxU                                         كم است dUبراي  3مشاهده مي شود عدد ٢٣ ٣۵  



١٢ انتشارات حافظ پژوه

حاصل شود و در  dUتا  ضرب مي كنيم  3بنابراين داخل انتگرال را در عدد 
٣
مي كنيم تا حاصل تغييـر   ضرب١

 :نكند يعني

 
 


 cUdUU)dxx()x()x(F ١٢٠٢٠٢٢٠٣

١٢٠
١

٣
١

٣
١

٣۵
٣
١ 

c)x()x(FcU  ٣١٢٢١ ۵
۶٣
١

۶٣
١ 

  ?xdxcosxsin)ب ٣ 
xdxcosdUxsinU  

 
 


 cxsincUcUdUUxdxcosxsin)x(F ۴۴١٣٣٣

۴
١

۴
١

١٣
١ 

  ?dx)x(x)ت ١٠١ 
dxdUxU  ١ 
١١  UxxU 

   cUUdU)UU(dU)U)(U(dx)x(x)x( ١١١٢١٠١١١٠١٠
١١
١

١٢
١

١١ 

c)x()x(  ١١١٢ ١
١١

١
١

١٢

١ 

 فرض مي كنيم Uرا راديكال در توابع راديكالي عبارت زير 

?dxxx)ث 
٣ ٢ ۶ 

و  2در عدد
٢
xdxdUxU. حاصل شود dUعبارت را ضرب مي كنيم تا ١ ٢۶٢  

cUdUUdUUdxxx)x(F 






١

٣

١

٣

١
٣٣ ٢

١
٣

١
١

٢

١

٢

١

٢

١
۶ 

c)x()x(cUUcU  ٣ ٢٢٣٣

۴

۶۶
٨
٣

٨
٣

۴
٣

٢
١ 

cULn
U

dU
) ۴ 

تابع اوليه  :مثال
۴٢ x

x را تعيين كنيد. 

 


?
x

xdx

۴٢
 

xdxdUxUحاصل شود  dUمي كنيم تا ضرب  2در  تابع داخل انتگرال را ٢۴٢  

و در 
٢
 .ضرب مي كنيم حاصل تغيير نكند١
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 cxLnc)x(LncULn
U

dU

x

xdx
)x(F ۴۴

٢
١

٢
١

٢
١

۴

٢
٢
١ ٢٢

٢
 

 .را بدست آوريد tanxتابع اوليه  :مثال

   ?dx
xcos

xsin
xdxtan 

 U=cosx    dU=-sinxdx                حاصل شود  dUضرب مي كنيم تا ) -1(و )-1(در 
 .و حاصل تغيير نكند

   


 cxcosLncULn
U

dU

xcos

dxsin
)(xdxtan ١ 

cxsecLncxsecLncxcosLn  ١ 

   cedxUedUe) UUU۵ 

dxexانتگرال نامعين :مثال x


۴را محاسبه كنيد٣٢. 
٢٣ ٣۴ xdUxU  

و  3در عدد 
٣
 .ضرب مي كنيم١

cedUe)dxx(edxex)x(F UUxx  





٣
١

٣
١

٣
٣
١ ٢۴٣۴٣٢ 

ce)x(F x  ۴٣

٣

١ 

xdxcoseانتگرال نامعين  :مثال xsin
 را بدست آوريد. 

xdxcosdUxsinU  
ce)x(FcedUexdxcose xsinUUxsin   

   cUcos)dxU(UsinUdUsin)۶ 
xsin(x)x(f(تابع اوليه  ٨٣٢ را بدست آوريد. 

   ?dx)xsin(xdx)x(f)x(F ٨٣٢ 

و  3دد در ع
٣
dxxdUxUضرب مي كنيم                                    ١ ٢٣ ٣٨  

    cUcosUdUsin)dxx)(xsin(dx)xsin(x
٣
١

٣
١

٣٨
٣
١

٨ ٢٣٣٢ 

c)xcos()x(F  ٨
٣
١ ٣ 

 ايي تغيير نمي كندمن تابع كمان توابع مثلثاتي و توان :توجه

dxانتگرال نامعين  :مثال
x

)Lnxsin(
سبه كنيدرا محا. 

?dx
x

)Lnxsin(
 



١٤ انتشارات حافظ پژوه

x

dx
dULnxU  

  c)Lnxcos(cUcosUdUsindx
x

)Lnxsin( 

   cUsin)dxU(UcosUdUcos)٧ 
xxcos()x()x(f(تابع اوليه :مثال ۴٢ ٢  را بدست آوريد. 

?dx)xxcos()x()x(F   ۴٢ ٢ 

و  2در 
٢
dx)x(dx)x(dUxxU                                    ضرب مي كنيم١ ٢٢۴٢۴٢  

   UdUcos)dx)x()(xxcos(dx)xxcos()x(
٢
١

٢٢۴
٢
١

۴٢ ٢٢ 

c)xxsin()x(FcUsin  ۴
٢
١ ٢ 

تابع اوليه  :مثال
x

xcosرا محاسبه كنيد. 

?dx
x

xcos
)x(F   

dx
x

dUxU
٢

١
 

و  2در 
٢
 ضرب مي كنيم١

   cUsinUdUcos)dx
x

(xcosdx
x

xcos
٢٢

٢

١
٢ 

cxsin)x(F  ٢ 
    cUtan)dUU(UsecUdUsecdU)Utan() ٢٢٢١٨ 

انتگرال نامعين :مثال  dx)x(sec  را محاسبه كنيد۵٣٢
dxdUxU ٣۵٣  

و  3در عدد
٣
 ضرب مي كنيم ١

   UdUsec)dx)(x(secdx)x(sec ٢٢٢
٣
١

٣۵٣
٣
١

۵٣ 

c)xtan()x(FcUtan  ۵٣
٣
١

٣
١ 

    cUcot)dxU(UcscUducscdU)UdUcot() ٢٢٢١۴ 
x(cscx)x(F(تابع اوليه :مثال ٨٢٢ را محاسبه كنيد. 

  ?dx)x(cscx)x(F ٨٢٢ 
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و  2در 
٢
xdxdUxU                       .                 حاصل شود dUضرب مي كنيم تا ١ ٢٨٢  

   Uducsc)xdx)(x(cscdx)x(cscx ٢٢٢٢٢
٢
١

٢٨
٢
١

٨ 

c)xcot()x(FcUcot  ٨
٢
١

٢
١ ٢ 

 :با توان زوجcosxو  sinxتوابع  نتگرالا

در اين صورت تغيير متغير 
٢
٢١

٢
٢١ ٢٢ xcos

xsin,
xcos

xcos





 را انجام داده سپس انتگرال را محاسبه

 .مي كنيم
 .را بدست آوريد  x2 sinتابع اوليه :مثال

  



 


 c

xsin
xdx)xcos(dx

xcos
xdxsin

٢٢
١

٢
١

٢١
٢
١

٢
٢١٢ 

cxsinx)x(F  ٢
۴
١

٢
١

 

 :روش جزءبه جزء)ب
UVVUyv.uy                                                               همانگونه كه ميدانيم اگر  

VdVVdU)UV(d  
VdU)UV(dUdV  

                                    از طرفين انتگرال مي گيريم                            VdU)UV(dUdV 
  VdUUVUdV 

ضـرب دو تـابع    كه رابطه دستور انتگرال جزءبه جزء است از اين دستور براي انتگرال گيري توابعي كه به صـورت 
لگاريتمي و غيره اسـتفاده مـي    ،مثلثاتي و جبري  ،ي،لگاريتميمائجبري،مثلثاتي،مثلثاتي و ن: غير همجنس مانند

Usin,Utan,Ucos,Ucot و LnUدر اين روش سعي مـي شـود تـوابعي ماننـد     . شود ١١١١   را بـه  .... و
فرض مي كنيم تا با مشتق گرفتن به توابع جبري تبديل شود و در صورتي كه اين توابع در مسئله  Uعنوان تابع 

 .در نظر مي گيريم dVفرض مي كنيم و باقيمانده را  Uنباشد تابعي كه با مشتق گرفتن توانش كم مي شود را 
 .وش جزء به جزء انتگرالهاي زير را محاسبه كنيدبا استفاده از ر: مثال

     
xsinVxdxcosdV

dxdUxU

2
2
12 


                                 xdxcosx) ٢١   

  VdUUVUdV 

   cxcosxsinxxdxsinxsinxxdxcosx 2
4
12

2
12

2
12

2
12 

 مشتق

 انتگرال



١٦ انتشارات حافظ پژوه

xcos

xsin

xcosx

)dV(U

٢
۴
١

٠

٢
٢

١
١

٢



                                     cxcosxsinxxdxcosx ٢
۴

١
٢

٢

١
٢ 

?dxxe) x 
٣٢ 

 












xx eVdxedV

dxdUxU

٣٣
٣
١                                    VdUUVUdV        

cexedxexedxxe xxxxx  
٣٣٣٣٣

٩
١

٣
١

٣
١

٣
١ 

x

x

x

e

e

ex

dVU

٣

٣

٣

٩
١

٠

٣

١
١                                                  cexedxxe xxx 

٣٣٣
٩
١

٣
١ 

Lnx  راU فرض مي كنيم تا با مشتق گرفتن به تابع جبري تبديل شود                              ?Lnxdx)٣ 













xVdxdV

x

dx
dULnxU

                                             VdUUVUdx 

   cxxLnx
x

dx
xxLnxLnxdx 

  ?xdxcosx) ٢۴ 











xsinVdVxsxcos

xdxdUUx ٢٢
                                      VdUUVUdV 

I                                                         xdxsinxxsinxxdxcosx ٢٢٢ 
كه در اينجا  xdxsinxنيز از طريق روش جزء به جزء قابل محاسبه است. 

  ?xdxsinx 











xcosVdVxdxsin

dxdUUx 

II                              cxsinxcosxxdxcosxcosxxdxsinx 
  IIو  Iبنابراين بر اساس 

+

-

+

 مشتق

 انتگرال
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   cxsinxcosxxsinxcxsinxcosxxsinxxdxcosx ٢٢٢ ٢٢٢ 

xsin

xcos

xsinx

xcosx

dVU




٠

٢

٢

٢

                             cxsinxcosxxsinxxdxcosx ٢٢٢٢  

  ?xLnxdx)۵ 














٢
٢
١

xVxdxdV

x

dx
dULnxU

                                             VduUVUdV 

    cxLnxxxdxLnxx
x

dx
xLnxxxLnx ٢٢٢٢٢

۴
١

٢
١

٢
١

٢
١

٢
١

٢
١ 


 xdxtan) ١۶ 












 

xVdxdV

x

dx
dUxtanU

٢
١

١                                    VdUUVUdV 

xdxdtxt
x

xdx
xtanxxdxtan ٢١

١

٢
٢

١١ 


 
 

و  2در 
٢
 .حاصل شود dtتا  ضرب مي كنيم١

 
 


 c)x(Lnxtanx

x

xdx
xtanxxdxtan ٢١

٢
١١ ١

٢
١

١

٢
٢
١ 

  ?xdxcose) x٧ 
تبديل مي شود در ايـن گونـه   cosxو  exپس از مشتق گرفتن يا انتگرال گرفتن مكرر به  cosxو  exدر اين تابع 

 .مسائل به صورت زير عمل مي كنيم
  VdUUVUdV 









 

xsinVxdxcosdV

dxedUeU xx
 I           dxxesinxsinexdxcose xxx 

انتگرال  dxxesin xاز طريق روش جزء به جزء محاسبه مي شود. 
?dxxesin x  











xdxcosVxdxsindV

dxedUeU xx
                                VdUUVUdV 

II                  xdxcosexcosedxxecosxcosedxxesin xxxxx 

+

-
+



١٨ انتشارات حافظ پژوه

مشاهده مي شود  xdxcosex نياز به محاسبه است كه تكرار صورت مسئله است بنابراين طبقI  وII  
   xdxcosexcosexsinexdxcose xxxx 

  xdxcosexcosexsinexdxcose xxxx 

٢
٢

xcosexsine
xdxcosexcosexsinexdxcose

xx
xxxx 

  

   xcosxsinexdxcose xx
٢
١ 

 :انتگرال گيري از توابع كسري) ج

دو جمله اي باشند و تابع گوياي q(x) , p(x)فرض كنيد 
)x(q

)x(p
)x(f    تعريف شده باشد حالتهاي زيـر امكـان

 .دارد رخ دهد
در اين صورت همانگونه كه قبلاً اشاره شد به روش تقسـيم يـا   . باشد q(x)بزرگتر يا مساوي  p(x)درجه )1

 .تجزيه انتگرال را محاسبه مي كنيم

dx?                     .انتگرال نامعين مقابل را محاسبه كنيد :مثال
x

xxx






١

١۴۵ ٢٣
 

١

۴۴

١۴۴

۴

١
١۴۵

٢

٢

٢٣

٢
٢٣

xx

xx

xx

xx

x
xxx












 

  






dx

x
dx)xx(dx

x

xxx

١

١
۴

١

١۵ ٢
٣

 

cxLnxx  ١٢
٣

١ ٢٣ 

 باشد در اين صورت حالتهاي زير را بررسي مي كنيم q(x)كمتر از  p(x)درجه ) 2
كسـرهاي  در اين صورت كسر حقيقي را به . باشد ax+bچند جمله اي داراي عامل خطي  q(x)اگر  :حالت اول

 .جزئي تبديل مي كنيم

                                          .انتگرال نامعين مقابل را محاسبه كنيد :مثال 


?
x

dx

٩٢
 

٩

٣٣

٩

٣٣
٣٣٩

١
٢٢٢ 















 x

BA)BA(x

x

)x(B)x(A

x

B

x

A

x
 

راين وجـود نـدارد بنـاب    xچون مخرج ها برابر هستند بنابراين بايد صورتها نيز برابر باشند و چون در كسر حقيقي 
 ضريب آن صفر است
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۶

١

۶

١
١۶

١٣٣

٠٣٣

١٣٣

٠

















B,AA
BA

BA

BA

BA 

   








c)x(LnxLndx
x

dx
xx

dx
٣

۶
١

٣
۶
١

٣
١

۶
١

٣
١

۶
١

٩٢
 

c
x

x
Ln 





٣

٣

۶

١ 

 .اين گونه مسائل را مي توان با استفاده از رابطه زير حل نمود :نكته

 













c
ax

ax
Ln

aax

dx
c

xa

xa
Ln

axa

dx

٢

١

٢

١
٢٢٢٢

 

 :به عنوان مثال

c
x

x
Lnc

x

x
Ln

x

dx

x

dx
















 

٣

٣

۶

١

٣

٣

٣٢

١

٣٩ ٢٢٢
 

  














c

x

x
Lnc

x

x
Ln

x

du

x

du

۵

۵

١٠

١

۵

۵

۵٢

١

۵٢۵ ٢٢٢
 

در اين صورت كسر مورد نظر را به صورت عامـل هـايي    باشد n(ax+b)داراي عامل خنثي q(x)گر ا :حالت دوم
 .ادامه يابد nتا 1مي نويسيم كه توان آنها از 

n
n

n )bax(

A
.......

)bax(

A

)bax(

A

)bax( 








 ٢
٢١ 

                                  .انتگرال نامعين مقابل را محاسبه كنيد :مثال 



?du

)x(x

x
٢

٢

١

۵ 

2

22

22

2

1
2

111
5

)x(x

CxBxBxAAxAx

)x(

c

)x(

B

x

A

)x(x

x














 

٢

٢

١

٢

)x(x

Ax)CBA()BA(x




 

 برابر يك است x 2چون ضريب

                                                                      برابر صفر است xچون ضريب 













۵

٠٢

١

A

CBA

BA

 

 است -5چون عدد ثابت برابر 

    












٢٢

٢

١

۴
١

۶۵

١

۵

)x(

dx

x

dx

x

dx
dx

)x(x

x 

c
x

xLnxLn 



١

۴
١۶۵ 

dudUxU  ١ 



٢٠ انتشارات حافظ پژوه

  


 









c
x

cUduU
U

du

)x(

du
du

)x( ١

۴
۴۴۴

١
۴

١

۴ ١٢
٢٢٢

 

baxxداراي عامل درجه دوم متمايز q(x)اگر  :حالت سوم آنگـاه متنـاظر    باشد كه ريشه حقيقي ندارد، ٢

با عامل كسري 
baxx

BAx




٢

 .ودبايستي محاسبه ش Bو  Aدر تجزيه تابع گويا وجود دارد كه مقادير 

                               انتگرال نامعين مقابل را محاسبه كنيد :مثال
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x
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١
٢٣

٢
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١٠                        .ب را متحد قرار مي دهيمضراي

٠
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٢٢٣
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١١١
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)m)baxxرجه دوم تكراري داراي عامل د q(x)اگر  :حالت چهارم باشد كه ريشه حقيقي نـدارد آنگـاه    ٢
 .متناظر با اين عامل مجموع كسرهاي جزيي زير را مي نويسيم

m
mm

)baxx(

BxA
..........

)baxx(

BxA

baxx
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.                                انتگرال نامعين مقابل را محاسبه كنيد :مثال 
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۶٢

١
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١

٢
 

 .توابعي كه توان كسري دارند)د
كـوچكترين   nمي گيـريم كـه     znرا  ax+bداراي توان كسري باشد در اين صورت  ax+bدر صورتي كه عبارت 

  Zn=(ax+b ).مضرب مشترك مخرج توانها مي باشد

انتگرال نامعين  :مثال

 ٢

۵
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١۴
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dux را محاسبه كنيد. 
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 :انتگرال معين
 آنگاه . باشد] a,b[در بازه y=f(x)نامنحني و پيوسته هرگاه تابع 

  )a(F)b(F)x(Fdx)x(f b
a

b
a  

 .ودها بكار مي رxناميده مي شود كه براي تعيين سطح زير منحني و محور bتا aاز  F(x)را انتگرال معين



٢٢ انتشارات حافظ پژوه

 .انتگرال هاي معين زير را بدست آوريد :مثال

  ٢٨١٣٣ ٣٣٣
١

٣٢٣
١    )(xdux)الف 

 







 ١٠
٢٢٠

٢ )cos(cosxcosxdxsin )ب 

 
 :خواص انتگرال معين

  dx)x(fkdx)x(kf b
a

b
a)الف 
    du)x(gdx)x(fdu)x(g)x(f b

a
b
a

b
a)ب 

  dx)x(kdx)x(f a
b

b
a)پ 

  ٠du)x(fa
a)ت 

 b,adx)x(fdx)x(fdx)x(f b
c

c
a

b
a   )ث 

انتگرال معين  :لمثا








412
1023 2

xx

xx
)x(f محاسبه كنيد] 0و4[را دربازه.     

   1
0

4
1

4
1

21
0

32 181532223 xxxxdxdx)x( 
حاصل انتگرال :مثال 4

3 2dxx را بدست آوريد. 
۴

٢

٢
٢

٣

٢۴
٢

٢
٣

۴
٣ ٢

٢

١
٢

٢

١
٢٢٢






   


 



 



  xxxxdu)x(du)x(dux

  ۵١٨١٨
٢
١

۴٢٨٨۶
٢
٩

۴٢ /)()()()( 



  

۴سطح زير منحني  :مثال x)x(f ١١را ازx٣٢تا xرا بدست آوريد. 

دمربعواح  



  ١٢۴

٢

١
١٢

٢

٩
۴

٢

١
۴

٣

١

٢٣
١

٢
١

)()(xxdu)x(dx)x(fS x
x 

٣۴٢مساحت سطح محصور بين  :مثال  xx)x(f و محورx1ها و دو خط x= 2و x= رابدست آوريد. 

   du)xx(du)x(fS x
x ٣۴٢٢

١
٢
١

 

واحد سطح   
٣
۴

٣٢
٣
١

۶٨
٣
٨

٣٢
٣
١ ٢

١
٢٣  )()(xxx 

سطح محصور آن نيـز  . ها واقع شده باشدxزير محور] a,b[در فاصله f(x)پيوسته اي مانند  هرگاه منحني :نكته
عددي منفي مي شود كه مسـاحت منفـي نمـي توانـد      bتا aها است كه در اين حالت مقدار انتگرال xزير محور 

 .بنابراين قدر مطلق آن را در نظر مي گيريم. باشد
٩٢مطلوب است مساحت سطح محصور بين  :مثال  x)x(f  و محورx ١١ها ازx٢٢تا x 
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٢

١

٣٢٢
١

٢
١

٩
٣

١
٩ xxdu)x(dx)x(fS

x
x

 

واحد سطح  
٣
٢٠

٣
٢٠

٩
٣
١

١٨
٣
١٨

 S)()( 

هـا و  xباشد قسـمتي از منحنـي بـالاي محـور      Cداراي ريشه ] a,b[در فاصلهf(x)هرگاه منحني پيوسته  :نكته
 .واقع مي شود كه مساحت آن منحني منفي مي شودها xزير محور قسمت 

 .بنابراين در اين مواقع مساحت تك،تك ناحيه ها را بدست آورده و با هم جمع مي كنيم
ــال ــي   : مث ــين منحن ــوب اســت مســاحت ســطح محصــور ب xx)x(fمطل ٣٣  و محــورx ــا و دو خــط ه

١١ ١٢  x,x .له ابتدا براي يافتن ريشه معادf(x) رابرابر صفر قرار مي دهيم. 
٣٠٠٣٠٣٠ ٢٣  x,x)x(xxx)x(F 

   du)x(fdu)x(fssS ١
٠

٠
١٢١ 
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xxxx
du)xx(du)xx( 

۵٢واحد سطح  
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۵

۴
۵

۴
۵
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فرض كنيد معادلات پارامتري منحني به صورت 







tcosy

tsinxمساحت ناحيه محدود به منحني بالا و محـور  . باشد

xازهها در ب]را بدست آوريد] 0و. 
tdtcosdxtsinx  
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tdtcostdtcos)t(cosyduS b
a ٢
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٠

٢
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واحد سطح     
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٢
٢

١

٢

١
٢١
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٠
٠












 



 tsintdt)tcos( 

 :مساحت ناحيه بين دو منحني
كافي اسـت محـل تلاقـي دو منحنـي را بدسـت آوريـم        g(u), f(x)براي محاسبه مساحت ناحيه بين دو منحني

سپس با استفاده از رابطه  du)x(g),x(fS b
a مساحت را تعيين كنيم. 

 .را تعيين كنيد g(x)=xو x 2مساحت ناحيه محدود بين نمودارهاي :مثال
x(g)x(f(                      ابتدا محل تلاقي در منحني راتعيين مي كنيم                                      

١٠٠١٠ ٢١
٢٢  x,x)x(xxxxx 

   du)xx(du)x(g)x(f(S b
a

٢٢
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۶واحد سطح   
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٢٤ انتشارات حافظ پژوه

xy,xy,xyمساحت بين منحنيهاي  :مثال ٢٧١٢٢ را بدست آوريد. 

              .       منحني را بدست مي آوريم 3ابتدا محل تلاقي 
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yxy
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٢
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۴
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٢
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 )()()(xxx 

 :كاربردهاي انتگرال معين در اقتصاد
تابع درآمد نهايي  MR(x)مي دانيم كه يك تابع نهايي اقتصادي برابر مشتق تابع كل اقتصادي است بنابراين اگر

ــه ازاي   ــد كــل   xيــك موسســه باشــد ب ــابع درآم ــاه ت ــد آنگ ــن موسســه (TR(x))واحــد تولي ــر اســت اي                    .براب
  )x(RT)x(MR.du)x(MR)x(TR 

واحد توليد آنگاه تابع هزينه كل اين توليد كننـده برابـر    xباشد به ازاي  MC(x)و هزينه نهايي توليد كننده اي 
                           :است با  )x(CT)x(MC,dx)x(MC)x(TC 
٢۴۶هزينه نهايي موسسه اي به صورت فرض كنيد  :مثال ٢  xx)x(MCباشد. 
واحد پول  40تابع هزينه كل در اين موسسه را در حالتي تعيين كنيد كه هزينه توليد اولين واحد كالا برابر ) الف
 .باشد
 .واحد كالا را بدست آوريد 5هزينه كل توليد را به ازاي ) ب

   cxxxdu)xx(du)x(MC)x(TC ٢٢٢٢۴۶ ٢٣٢ 
 .كالا داده شده است قرار مي دهيم چون هزينه اولين توليد =x 1به جاي

٣٨۴٠١٢١٢١٢ ٢٣  cc)()()( 
٣٨٢٢٢بنابراين                                                             ٢٣  xxx)x(TC 

 قرار مي دهيم =5xبه جاي ) ب
٢۴٨٣٨۵٢۵٢۵٢واحد پول                                 ٢٢  )()()()x(TC 

٢٣٢٠٢٠به صورت فرض كنيد تابع درآمد نهايي موسسه اي  :مثال QQ)Q(MR   است تابع درآمد كل و
Q(FP(تابع تقاضا را به  را تعيين كنيد. 

   cQQQdQ)QQ(dQ)Q(MR)Q(TR ٣٢٢ ٢٠٣٢٢٠ 
 :مي شود در نتيجه =0C، بنابراين  =(.)0TRداريم  =Q 0به ازاي
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٣٢٢٠ QQQ)Q(TR  

 همانگونه كه مي دانيم درآمد متوسط و تابع تقاضا هر دو داراي مفهوم يكساني هستند بنابراين
٢٢٠ QQ

Q

)Q(TR
PPQ)Q(TR  

x)x(MR,xx)x(MC  :توابع درآمد نهايي و هزينه نهايي موسسه اي عبارتند از :مثال ٢۴٠۶۴٠ ٢  
 .اكثر سود را محاسبه كنيدمقدار توليد را به گونه تعيين كنيد كه سود حداكثر شود و حد

)x(TC)x(TR)x(مي دانيم تابع سود كل موسسه برابر است با  :جواب  
 .تعيين شود minيا  Maxبنابراين مشتق گرفته و برابر صفر قرار مي دهيم تا نقاط 

)x(MC)x(MR)x(MX)x(MR)u(  ٠ 
۴٠٠۴۶۴٠٢۴٠ ٢٢  x,xxxxxx 

xx)x( ۴٢  
٠۴۴۴٢۴۴٠۴٢  )(,)(x)x( 

 .بدست مي آيد =4xدر نتيجه حداكثر سود موسسه به ازاي توليد 

   du)xx(du)x(MC)x(MR( ۴٢۴
٠

۴
 حداكثر سود موسسه٠

٣
٣٢

٣٢
٣
۶۴

٢
٣
١ ۴

٠

٢٣ 






  xx 

 :مازاد مصرف كننده
نشان دهنده قيمتهاي مختلفي باشد كه مصرف كننـده مايـل بـه پرداخـت آن      y=f(x)اگر تابع تقاضا به صورت 

)y,x(در صورتي كه تعادل بازار در نقطه . ي باشدمبراي يك كالا  مصرف كنندگاني كـه مايـل بـه    . ايجاد شود٠٠
)y(پرداخت قيمتي بيشتر از نقطه تعادل بازار باشد سود مي برند كه اين سود مازاد مصرف كننده نام دارد و بـا  ٠

C.S از مفهوم سطح محصور آن را محاسبه كرد نشان مي دهند و مي توان با استفاده. 

  ٠٠٠٠ yxdx)x(FS.C x 
٢٣٣٢۵تابع تقاضا به صورت  :مثال xxy     2مي باشد مازاد مصرف كننـده اي بـه ازايxرا محاسـبه   =٠
٧٢٣٢٣٢۵٢                        .كنيد ٢

٠٠  )(yx  اگر 

  ٠٠٠٠ yxdx)x(FS.C x 

 ١۴
٢
٣

٢۵٧٢٣٣٢۵ ٢
٠

٣٢٢٢
٠   xxxdx)xx(S.C 

١۶١۴٨١٢۵٠  )( 
٢٣٢۴٨فرض كنيد تابع تقاضاي كالايي به صـورت   :مثال xxy  مـازاد مصـرف كننـده را بـه ازاي     . اسـت
٣٢٠y را محاسبه كنيد.   

٠١۶٢٣٣٢۴٨٣٢٣٢ ٢٢
٠  xxxxy 

١٩۶١۶٣۴٢۴ ٢٢  )(acb 



٢٦ انتشارات حافظ پژوه

٣
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٢
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 x,x
a

b
x 

 .قابل قبول نمي باشد xاعداد منفي براي 

  ٠٠٠٠ yxdx)x(fS.C x 

  ۶۴۴٨٣٢٢٣٢۴٨
٢
٠

٣٢٢٢
٠   xxxdx)xx(S.C 

  ٢٠۶۴٢٢٢۴٨ ٣٢  
 :مازاد توليد كننده

. عرضه مـي شـود   نشانگر قيمتهايي باشد كه درآن مقادير مختلفي از يك كالا y=F(x)اگر تابع عرضه به صورت 
)y,x(ل بازار در نقطه در صورتي كه تعاد كمتـر   توليد كنندگاني كه مايل به عرضه كالا در قيمتي. ايجاد شود٠٠

نشان مـي دهنـد كـه از     P.Sكل منافع ايجاد شده براي توليد كننده را مازاد توليد كننده نامند و با  باشند٠yاز 
 .رابطه زير محاسبه مي شود

 du)x(FyxS.P x٠٠٠٠ 
xyمازاد توليد كننده اي كه تابع عرضه كالاي آن به صورت  :مثال   ٧٠yرا بـه ازاي قيمـت    مي باشد۴

٣۴٧٧٠                                   .محاسبه كنيد  xxy 
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 :محاسبه تقريبي انتگرالهاي معين
بر بازه بسته  fفرض كنيد تابع : قاعده ذوزنقه اي-1 b,aاگر اين بازه را به . پيوسته باشدn      زيـر بـازه كـه هـر

يك به طول 
n

ab
x


با نقاط انتهايي             bx,x,.....,x,x,xa nn  گـاه  تقسـيم كنـيم آن   ١٢١٠

 .داريم

  


 )yy....yyy(
n

ab
du)x(F nn

b
a ١٢١٠ ٢٢٢

٢
 

xi(Fyi(كه در آن   به ازاي هرni ٠ 

مقدار تقريبي انتگرال  :مثال  dux٢۶
٢  .محاسبه كنيد n=4را با استفاده از قائده ذوزنقه اي به ازاي ١

۴٢۶  nab 

٣٧۶۴

٢۶۵٣

١٧۴٢

١٠٣١

۵٢٠

fixii

                                                             ١
۴

٢۶








n

ab
x   
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 ١١۶٢٧٢۶٢١٧٢١٠٢۵
۴٢
٢۶

١ ٢۶
٢ /dux 

 :قاعده سيمپسون -2
بر بازه بسته Fفرض كنيد تابع  b,a پيوسته باشد و بازه b,a را بهn2      زير بازه كه طول هـر يـك از زيـر بـازه

هاي برابر 
n

ab
x

٢


 تقسيم كنيم. 

  


 nnn
b
a yyy...yyyyy(

x
du)x(F ٢١٢٢٢۴٣٢١٠ ۴٢٢۴٢۴

٣
 

 ٠)x(Fبه ازاي هر 
مقدار تقريبي انتگرال معين  :مثال dux٢١

 ـ  ٠ ۴٢ه ازاي را با استفاده از قاعـده سيمپسـون ب n  بدسـت آوريـد.                   

۴
١

۴
٠١

٢








n

ab
x 

١١۴
١۶

٩

۴

٣
٣

۴
١

۴
٢

٢

١۶

١

۴

١
١

٠٠٠

)xi(fxii

                                                                     ٢x)x(f  

                      



 

٣
١

١
١۶
٩

۴
۴
١

٢
١۶
١

۴٠
١٢
١٢١

٠ dxx 

 :دستور منشور
هرگاه قاعده سيمپسون براي يك چند جمله اي از درجه سوم يا كمتر بكار ببريم مقدار دقيق انتگـرال را تعيـين   

٢٢مي كند در اين حالت با اختيار  n داريم. 





 





 )b(f

ba
(f)a(f

ab
dx)x(Fb

a ٢
۴

۶
 

 .كه به دستور منشور موسوم است
با استفاده از دستور منشـور   :مثال  dux٣٣

را محاسـبه كنيـد و نتيجـه را بـا نتيجـه قضـيه اساسـي حسـاب         ١
 .ديفرانسيل انتگرال مقايسه كنيد

  ٢٠٢٧۴١
۶
۴

٣
٢
١٣

۴١
۶
١٣ ٣٣٣٣٣

١ 



 





  )

)(
()(

)(
dux 

 با استفاده از قضيه اساسي حساب ديفرانسيل انتگرال

  ٢٠١٣
۴

١

۴

١ ۴۴
٣

١

۴٣٣
١ 






  )(xdxx 

 



٢٨ انتشارات حافظ پژوه

 
 

 فصل دوم
 بردار

 )مطالعه آزاد(
را بـا قـدر مطلـق    ABپاره خطي كه داراي مقـدار و جهـت باشـد را بـردار گوينـد و طـول بـردار        :تعريف بردار

ABنشان مي دهند. 

و ABبـه عنـوان مثـال   . يكـي باشـد   هرگـاه انـدازه و جهـت آنهـا    .گوينـد ) همسنگ(دو بردار  :تساوي دو بردار
CDهمسنگ هستند. 

 
 

 :اندازه يك بردار
a,a(V(اندازه بردار  ٢١با استفاده از رابطه زير بدست مي آيد. 

٢
٢

٢
١ aaV  

 :جمع دو بردار
تداي بردار اول را به عنوان مبداء در نظر مي گيريم و همسـنگ  در اين روش اب ):سر به ته(روش مثلثاتي) الف

را رسم مي كنيم سپس از انتهاي بردار اول همسنگ بـردار دوم  ABبه عنوان مثال.آن بردار ها را رسم مي كنيم
)CD ( بـراي  . وصل مي كنيم كه جمع دو بـردار اسـت  را رسم مي كنيم ابتداي بردار اول را به انتهاي بردار دوم

 .برآيند بيش از دو بردار به روش ترسيمي مي توان از اين روش استفاده نمود
CDABBEABAEV  

 :روش متوازي الاضلاع) ب
ابتدا نقطه اي را به عنوان مبداء در نظر مي گيريم سپس همسنگ هر يك از بردارها را رسم مي كنـيم و بـا آنهـا    

از ايـن روش بـراي جمـع دو    . شكيل يك متوازي الاضلاع مي دهيم كه قطر متوازي الاضلاع جمع دو بردار استت
bCD,aAB           .بردار استفاده مي شود  

   cosabbaCDABR ٢٢٢ 
NF برآيند دو بردار :مثال ١٠١  وNF ٢٠٢  گر زاويهكه با يكديº 60 ساخته اند را بدست آوريد. 

N/COSFFFFFF ۴۵٣۶٧٠٠
٢

١
٢٠١٠٢٢٠١٠٢ ٢

١١
٢
٢

٢
١٢١ قضيه: 

a,a(V),b,b(V(اگر  ٢١١٢١٢  ٢١دو بردار باشند آنگاه مجموع VV برابر است: 
)ba,ba(VV ٢٢٢١٢  
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٢
٢٢

٢
١١٢١ )ba()ba(VV  

B),(,A),(برآيند دو بردار به مختصات : مثال ۶٣٢٣  را بدست آوريد. 

١٠٢۶٣٣ ٢٢٢
٢٢

٢
١١  )()()ba()ba(BA 

را بـردار صـفر گوينـد و بـا     Vدر اين صورت بردار ٠Vاگر طول يك بردار برابر صفر باشد يعني  :بردار صفر
Oنشان مي دهيم. 

 :ضرب عدد در يك بردار
و اگـر  . برابـر مـي شـود    V،kضرب شود در اين صورت مقدار بردار kيك بردار دلخواه كه در عددVفرض كنيد 

٠k  0باشد جهت بردار تغيير نمي كند و در صورتي كه k باشد جهت بردارV برعكس مي شود. 
 :قرينه يك بردار

a,a(V(اگر ٢١ يك بردار باشد آنگاه بردار)a,a( ٢١ را قرينه بردارV  گويند و باV-نشان مي دهيم. 
 :تفاضل دو بردار

١٢در صورتي كه مختصات بردارهاي  V,Vيعني. مشخص شده باشد)a,a(V ٢١١ و)b,b(V ٢١٢    باشـد در
ab,ab(VV(اين صورت مختصات تفاضل دو بردار به صورت  ١١٢٢١٢       محاسبه مـي شـود كـه طـول

٢.تفاضل دو بردار را نيز مي توان به صورت زير بدست آورد
١١

٢
٢٢١٢ )ab()ab(VV  

V),,(V),(تفاضل دو بردار  :مثال ۵۶١٣ ١٢ به دست آوريد را. 

۵۵١۶٣ ٢٢٢
١١

٢
٢٢١٢  )()()ab()ab(VV 

 :تفاضل دو بردار به روش متوازي الاضلاع
                   .مانند جمع دو بردار عمل مي كنيم با ايـن تفـاوت كـه بـردار بـا علامـت منفـي قرينـه اش را رسـم مـي كنـيم           

bCD,aAB  

 cosabbaABCD ٢٢٢ 
NF,NFتفاضل دو بردار: مثال ٢٠١٠ ١٢  كه با يكديگر زاويهº60 ساخته اند را بدست آوريد 

N/COSFFFFFF ٣١٧٣٠٠
٢

١
٢٠١٠٢٢٠١٠٢ ٢٢

١١
٢
٢

٢
١٢١  

 :قضيه
برداري و ضرب اسـكالربردارها داراي  اعداد حقيقي باشند آنگاه جمع  d,cبوده و ٢Vبردارهايي در U,V,Wاگر 

 .خواص زيراند
UVVU            قانون جابجايي جمع           ) 1  
VU()WV(U(W                    قانون شركت پذيري    ) 2  
VOVVQقانون بردار هماني نسبت به عمل جمع   ) 3  



٣٠ انتشارات حافظ پژوه

V(V(Oقرينه نسبت به عمل جمع      وجود بردار) 4  
)Vd(CV)CD(قانون شركت پذيري نسبت اسكالر          ) 5  
)dC(UdUCU           قانون پخش پذيري ضرب اسكالر  )6  
VU(C(VCUC                   قانون پخش پذيري اسكالر) 7  
UUهماني نسبت به ضرب اسكالر           وجود) 8 ١ 

 :تعريف فضاي برداري حقيقي
مجموعه اي است از بردارها همراه با مجموعه اعداد حقيقي با دو عمل جمـع بـرداري و    Vمعناي برداري حقيقي 

VUبردارهاي  Cلر و هر اسكا VدرU,Vضرب اسكالر، به گونه اي كه هر جفت بردار    وUC  طوري تعريـف
 .بالا صدق كنند) 4(تا ) 1(شده باشند كه در خواص 

 :يكه و پايه فضاي برداري بردار
i),(ها Xبردار يكه در محور  ٠١  و در محورy ها),(j ١٠ ري آن به صورت زير استمي باشد كه نمايش بردا. 

 .را به صورت زير نمايش دادVبنابراين مي توان بردار
jaia),(a),(a)a,a(V ٢١٢١٢١ ١٠٠١  

د را تشكيل مي دهند تعداد عناصر پايه در يك فضاي برداري را بع ـ٢Vيك پايه براي فضاي برداري  i,jبنابراين 
 .يك فضاي دو بعدي است٢Vبنابراين . فضاي برداري گويند

v),(بردار  :مثال ٢۶  را به صورت تركيب خطي از بردارهاي يكiوj بنويسيد. 
ji),(),(),(V ٢۶١٠٢٠١۶٢۶  

 .جمع و تفريق و ضرب اسكالر به صورت زير انجام مي شود :نكته
j)ba(i)ba()jbib()jaia(VU ٢٢١١٢١٢١  

j)j bb(i)aa()bib()jaia(VU ٢١٢١٢١٢١  
()jaia(CUC  ٢١ 

jiU,jiVCفــرض كنيــد ۶۵٣٣   باشــد بردارهــايVU,VU,VU   وCV  را
 .بدست آوريد

jij)((i))((VU ٣۴٣۶١۵  

۵٣۴ ٢٢  VU 

jij))((i))((VU ٩۶٣۶١۵  
ji)ji(V ٩٣٣٣٣  

 :رهاموازي بودن بردا
UCVوجود داشته باشد  cرا موازي نامند در صورتي كه اسكالر  U,V ناصفر دو بردار   باشد 
jiUآيا دو بردار : مثال ٢۵   وjiV ۴١٠ موازي يكديگرند. 

UV)ji()ji(VUCV ٢٢۵٢۴١٠  
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 .بنابر اين موازي هستند

 
 

 : قضيه

Vآنگاه . بردار ناصفري باشند Vاگر 
V

U
١

  با ) واحد هم جهت(برداريكهV است. 

jiVبردار يكه هم جهت با بردار  :مثال ٨۶  را تعيين كنيد. 

١٠٨۶ ٢٢  )(v 

ji
ji

V

V
U

١٠

٨

١٠

۶

١٠

٨۶






 

 .به صورت زير تعريف مي شود: دو بردار) اسكالر(ضرب عددي 
 cosVUV.U 

بنابراين 
0001190

111110





i.jcosjij.i

j.jcosiii.i
 

 .را مي توان به صورت زير محاسبه كرد V.Uبنابراين ضرب دو بردار 

22112121 baba)jbib).(jaia(V.U  
U.VV.U.   اين ضرب خاصيت جابجايي دارد. اي نيز گويند به اين ضرب، ضرب داخلي يا ضرب نقطه  

V),,(U),(ضرب نقطه اي در بردار  :مثال ۶٢٣۴  را بدست آوريد. 
۴٣۶۴٢  )()(V.U 

 طبق تعريف ضرب داخلي دو بردار: تعيين زاويه بين دو بردار

VU

V.U
coscosVUV.U  

jiU,jiVبردار  زاويه بين دو: مثال ۴٣٣۴  را تعيين كنيد. 

۵٣۴۵۴٣ ٢٢٢٢  )(V,U 

٠۴٣٣۴  ))((V.U 




 ٩٠٠
۵۵

٠

VV

V.U
cos 

 .بنابراين مي توان گفت اگر ضرب داخلي دو بردار برابر صفر باشد دو بردار بر هم عمودند
 :Uروي بردار  Vتصويربرداري 
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Vرا با نماد  Uروي Vتصوير برداري. بردار ناصفر باشد Uاگر
U

proj   نشان مي دهيم و از رابطه زير بدسـت مـي

 . آيد

U
U

V.U
projV

U ٢
 

 .بدست مي آيد cosVاز رابطه  Uرو بردار Vو تصوير اسكالر بردار 
jiU,jiVفرض كنيد  :مثال ۴٣۵٢  باشد. 
 .را بدست آوريد Uرو بردار Vتصوير برداري ) الف
 .را بدست آوريد Uروي Vتصوير اسكالر ) ب

)ji(()ji(
)()(

U
U

V.U
projV

U
۴٣

٢۵

١۴
۴٣

۴٣

۵۴٢٣
٢٢٢








)الف 

ji
٢۵

۶۴

٢۵

۴٢



 

 )ب

٨٢
۵

١۴

۴٣

۵۴٢٣

٢٢
/

))((

U

V.U
cosV 







  = تصوير اسكالرV رو بردارU 

 :نمايش بردارها در فضاي سه بعدي
ــردار  ــورت   Vبـ ــه صـ ــدي بـ ــه بعـ ــاي سـ kajaiaVرا در فضـ ٣٢١    ــه ــيم كـ ــي دهـ ــايش مـ نمـ

),,(i).,,(j),,,(k ٠٠١٠١٠١٠٠   بردارهاي يكه مي باشند و طول بردارU به صورت زير محاسبه مي شود. 
٢
٣

٢
٢

٢
١ aaaV  

 :زواياي هادي
نمــايش مــي دهــيم  وو بــا  z,y,xبــه ترتيــب بــا جهــت مثبــت محورهــاي  Vار ناصــفر زوايــايي كــه بــرد

 cos,cos,cos  را كسينوسهاي هادي بردارV  زير محاسبه مي شودمي ناميم و به صورت 

V

a
cos,

V

a
cos,

V

a
cos ٣٢١  

١٢٢٢به صورت رابطه بين كسينوسهاي هادي  :نكته  coscoscos مي باشد. 
kjiVاندازه و كسينوسهاي هادي بردار  :مثال ٣٢٣٢  را بدست آوريد. 

۵٣٢٣٢ ٢٢٢
 )((V 

۵

٣

۵

٢

۵

٣٢ ٣٢١ 


V

a
cos

V

a
cos

V

a
cos 
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۵

٣٣ 


V

a
cos 

۵

٢٢ 
V

a
cos 

 
 :Vمحاسبه بردار يكه هم جهت

 نشان دهيم Uبا حرف  Vاگر بردار يكه هم جهت با 

kγcosjβcosiαcosU)kajaia(
VV

V
U 


321

1 

B),,,(A),,(نقاط  :مثال ١٢٣۴٣٢   را در نظر بگيريد بردار يكه هم جهت با بردارAB را به دست آوريد. 
kji),,(),,(AB ٣١٢٣۴٣٢  

١١٣١١ ٢٢٢  )(AB 

kjiAB
Ab

U
١١

٣

١١

١

١١

١١



 

kajaiaVهرگاه يكي از ضرائب بردار : تعريف زير فضا ٣٢١     برابر شود يك فضاي دو بعدي حاصـل مـي
٠٢شود زير فضاي سه بعدي است به عنوان مثال اگر  a  باشد آنگاهkajiaV ٣١ ٠   زير فضاي سه يك

 .بعدي است
 :ضرب برداري دو بردار

دو بردار به صورت ) خارجي(ضرب برداري sinVUVU  تعريف مي شود اگر بردارU وV    بـه صـورت

kajaiaUيكاي واحد نمايش داده شوند يعني  ٣٢١   وkbjbibV ٣٢١    در اين صورت ضـرب
 .خارجي دو بردار را مي توان به صورت زير محاسبه كرد

)baba(j)baba(i)baba(VU ١٢٢١٣١١٣٢٣٢٢  
 .محاسبه كرد) برداري(براي سهولت در يادگيري مي توان از طريق محاسبه در ترمينال زير ضرب خارجي 

)baba(k)baba(j)baba(i

bbb

aaa

kji

VU ١٢٢١١٣٣١٢٣٣٢

٣٢١

٣٢١  

V),,,(U),,(فرض كنيد  :مثال ٣١٢١٣٢   باشد در اين صورت حاصل ضرب برداريVU  را محاسبه
 .كنيد

٢٣

١٢

١٣

٣٢

١٢

٣١

١٢٣

٣١٢














 kji

kji

VU 

kjiVU ١٧۵  
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i

j

k

 باشند آنگاه  ٣Vبردارهاي يكه  i,j,kاگر  :قضيه
٠                                                                                           )        الف kkjjii         
jikikj,kji)                                                                                 ب  
jkiijkkij                                                                            )ج  

را به خاطر مي سپاريم اگـر ضـرب دو بـردار يكـه       براي سهولت در به خاطر سپردن قضيه بالا ترتيب 
است و اگر در خلاف جهت باشـد بـردار   + علامت  متوالي در جهت فلش نباشد جواب بردار سـوم بـا   

ijkkji  مثالسوم با علامت منفي است به عنوان      
UVVUيعني  .ضرب برداري دو بردار داراي خاصيت جابجايي نمي باشد :1نكته  
C),,,(B),,,(A),,(به راسهاي  ABCمساحت مثلث  :2نكته ٣١٢۴٠٣۴٢١  را بدست آوريد. 

),,(),,(),,(AB ١١١٣١٢۴٠٣  
),,(),,(),,(AC ١٣٣٣١٢۴٢١  

kji))((k))((j)(i

kji

ACAB ۶۴٢٣٣٣١٣١

١٣٣

١١١ 


 

٢

۵۶

٢
۵۶۶۴٢ ٢٢٢ 




ACAB
S)()(ACAB 

 را مي توان از رابطه زير بدست آورد AD,AC,ABمتوازي السطوح به اضلاع  حجم  :3نكته
)ADAC.(ABV  

   را كــــــه مختصــــــات رئــــــوس آن ABCDAحجــــــم متــــــوازي الســــــطوح بــــــه  :مثــــــال
),,(A),,,(B),,,(C),,,(D ٣۵٢٢٣١١١۴٢١٣   مي باشد را بدست آوريد. 

),,(),,(),,(AB ١٢١٣۵٢٢٣١  

),,(),,(),,(AC ۴۴٢٣۵٢١١۴  

),,(),,(),,(AD ١۶١٣۵٢٢١٣  

 .ترمينال زير در بخش بعدي توضيح داده مي شودمحاسبه  :توجه

٢۴۴٢۴۴١٢٨۴واحد حجم    

١۶١

۴۴٢

١٢١






 )()()ADAC.(ABV 

 :بعدي nبردارها در فضاي 
 .يشتر استفاده مي شودمتغير در مسئله وجود داشته باشد از بردارهايي با بعد ب 3در صورتي كه بيش از 

N تايي مرتب: 
)X,......X,X(تايي مرتـب  n.عدد صحيح مثبتي باشد nفرض كنيد  nمجموعـه اي از  ٢١n      عـدد اسـت كـه بـه

١٢ترتيب نوشته شده اند و اعداد حقيقي  X,X........,Xn  را به ترتيب مولفه هاي اول تاn  ام اينn  تايي مرتـب
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عدد نظيـر بـه    1تايي مرتب در صورتي كه nدو . نشان مي دهيم Rnي هايي مرتب را با تايnمي خوانيم مجموعه 

 .نظير آنها با هم برابر باشد با هم برابر هستند
)X,......X,X(مجموعه تمام بردارهايي كه به صورت : تعريف nمي باشند را ٢١Vn نشان مي دهيم. 

 :جمع و ضرب اسكالر بردارها
اعداد نظير به نظير را با هم جمع يا تفريق مي كنـيم و بـراي ضـرب    بعدي  3مانند بردارهاي براي جمع و تفريق 

 .اسكالر بردار، اسكالر را در تك، تك اعداد ضرب مي كنيم
a,......a,a(U(اگر  n٢١  و)b,......b,b(V n٢١  وC  باشد) اسكالر(عدد حقيقي. 

)ba,.......,ba,ba(VU nn  ٢٢١١ 
)aC,.......,Ca,Ca(UC nn٢١ 

C),(V),,,,(U),,,(اگر  :مثال ٧۵٣٢٣۴٢١٢   باشدU+V  وCU را بدست آوريد. 
),,,(),,,(),,,(VU ١٠٩۵١٣۴٢١٧۵٣٢  

),,,(),,,)((CU ١۴١٠۶۴٧۵٣٢٢  
 :قضيه

 در اين صورت. باشند) عدد حقيقي (دو اسكالر nV,C,kسه بردار در U,V,W فرض كنيد
UVVU                                                      .        يت جابجايي داردجمع بردارها خاص) الف  
)WV(UW)VU(                                     جمع بردارها خاصيت شركت پذيري دارد) ب  
UU                                                     عمل جمع داراي عضو خنثي يعني بردار صفر است) پ  ٠ 
٠                                                        وجود دارد -Uبردار قرينه Uبراي هر بردار) ت )U(U 
VU(C(CVUC                                                                                                   )ث  
)UK(CU)CK(                                                                                                           )ج  
)KC(UKUCU                                                                                                   )چ  
UU                                                                               وجود هماني نسبت به ضرب اسكالر)ح   

VUVU                                            .رابطه زير برقرار استVوUر براي هر دو بردا: نكته  
 

 
 
 
 
 
 
 



٣٦ انتشارات حافظ پژوه

 
 فصل سوم

 دترمينانماتريس و 
ايش عمـومي  كه نم ـ. گويند m×nستون باشد يك ماتريس  nسطر و  mهر آرايه اي از اعداد كه داراي  :تعريف

 .چنين ماتريسي به صورت زير است

 nm)aij(A                     يا























mnmm

n

n

a......aa.

a

a........aa

a........aa

A

٢١

٢٢٢٢١

١١٢١١

 

به عنوان (انديس ستون است  jانديس سطر و  Iكه . را يك عنصر يا درآيه ماتريس مي ناميم aijهر يك از اعداد 
را بـه اختصـار بـا نمـاد      Aكه در اين صورت مـاتريس  ) سوم يعني سطر دوم ستون ٢٣aمثال   nmaijA  

 .نشان مي دهيم
 :براي مثال

  ۴١

٣٣

٣٢٠١

۴١۶

٠٢۵

۴٢٣





















 BA 

  .داراي يك سطر و چهار ستون است Bسطر و ستون است و ماتريس  3داراي  Aماتريس
 :انواع ماتريسها

مـي نـاميم   ) بـردار سـطري  (ته باشد را ماتريس سطري ماتريسي كه فقط يك سطر داش :ماتريس سطري) الف

B                                                                            مانند ماتريس   ۴١٣٢٠١ B  

كلي آنها به صورت                                                 كه فرم  nnn )aij(a........aa   ١١١١٢١١ 

nm)aij(Aي باشد به عبارتي در م   1به جايm= قرار مي دهيم 
مي نـاميم كـه در   ) بردار ستوني(ماتريسي كه فقط داراي يك ستون باشد ماتريس ستوني  :ماتريس ستوني) ب

nm)aij(Aفرم    1به جايn= قرار مي دهيم. 

١

١١

٢١

١١

۵

٢

٣





































 m

mm

)aij(

a

a

a

,C 

يسـي كـه تمـام عناصـر آن صـفر باشـد را مـاتريس صـفر مـي نـاميم و بـه صـورت             ماتر :ماتريس صفر)پ
nmA   .صفر نمايش مي دهيم ٠Aيا ٠

١٣٣٣ ٠

٠

٠

٠٠٠

٠٠٠

٠٠٠


































 DB 



37 راهنما و سؤالات امتحاني رياضيات و كاربرد آن در مديريت

ماتريسي كه درآن تعداد سطرها و ستونهاي آن با هم برابر باشد يك ماتريس مي نـاميم بـه    :ماتريس مربع
در فرم عبارتي   nmaijA  يك ماتريس مربع است اگر و فقط اگرm=n  باشد 

٣٣
٢١

٢٢٢٢١

١١٢١١

۴٣۶

٣٢١

٠۵۴











































 F

a......aa.

a........aa

a........aa

A

nnnnnn

n

n

 

اسـت   3ماتريس مربع مرتبه Fبه عنوان مثال ماتريس . گويند nرا ماتريس مربع مرتبه n×nماتريس مربع  :نكته
در ماتريس مربع   nmaijA آن برابر باشد را قطر اصلي گويند ماننـد درايـه    قطري كه انديس سطر و ستون

١١٢٢٣٣هاي  a,a,a......,ann  
ماتريس مربع  ):هماني(ماتريس واحد   nmaijA    را در صورتي كه هر يك از عناصر روي قطر اصلي برابـر

Inصفر باشد را هماني يا واحد گويند كه با با يك و ساير عناصر 
مرتبـه مـاتريس مربـع     n مي دهـيم كـه   نمايش 

ji,jiaij                                                                                                 . است 
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١٠٠٠

٠٠٠

٠٠٠٠

٠٠٠١٠

٠٠٠٠١

١٠٠

٠١٠

٠٠١

٣

.....

.....

.....

.....

....

II n                        









١٠

٠١
٢I 

 .رج قطر اصلي آن صفر باشد را ماتريس قطري گويندماتريسي كه تمام عناصر خا :ماتريس قطري

 



































٠٠٠٠

٠٠٠٠

٠٠٠٠

٠٠٠۵

٠٠٠

٠٣٠

٠٠٢

                ,







 ١٠

٠٣
 

و . ماتريس قطري كه تمام عناصر روي قطر اصـلي آن برابـر باشـد را مـاتريس اسـكالر گوينـد       :ماتريس اسكالر
 .باشد ماتريس اسكالر است KInمضربي از ماتريس واحد است يعني هر ماتريس به صورت 

٢٣ ٢
٢٠

٠٢
۵

۵٠٠

٠۵٠

٠٠۵

II 
























 

يعنـي اگـر   . ماتريس مربعي كه تمام عناصر زير قطر آن صفر باشد ماتريس بالامثلثي گويند :ماتريس بالا مثلثي
ji 0باشدaij=  مانند. است و ساير عناصر مي تواند عدد يا صفر باشد 


















































٠٠٠

٠٠٠

۴٠١

٠٠٠

٠٢٠

١٠۴

٧٠٠

٢١٠

٢۴٣
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. ماتريس مربعي كه تمام عناصر بالا قطر اصلي آن صفر باشد ماتريس پائين مثلثي گويند: ياتريس پائين مثلثم
 است و ساير عناصر مي تواند عدد يا صفر باشد مانند =0aij .باشد jiيعني اگر 











































٠۴٠

٠٣١

٠٠٢

٧٢۵

٠۴٠

٠٠٣

٠١

٠٣ 

 .هم ماتريس بالا مثلثي و هم ماتريس پائين مثلثي هستندماتريس هاي واحد، قطري، اسكالر، صفر  :نكته
باشد در صورتيكه درايه هاي نسبت به قطر اصلي  nيك ماتريس مربع از مرتبه  Aفرض كنيد  :ماتريس متقارن

 .را متقارن گويند Aباشد ماتريس  aij=ajiبرابر باشد ماتريس را متقارن گويند به عبارتي اگر 


















٧۶۵

۶١٣

۵٣۴

 

در صورتيكه كليه عناصـر  . باشد nمربع مرتبه يك ماتريس  Aفرض كنيد ): پادمتقارن(ماتريس شبه متقارن 
jiو اگـر   =0aijباشـد  i=jو ساير عناصر نسبت به قطر قرينه باشـد يعنـي اگـر    . قطر اصلي صفر باشد    باشـد

aij=-aji  ماتريس در اين صورتA شبه متقارن است.  





















٠۴١

۴٠٢

١٢٠

 

nm)aij(Aيك عدد اسكالر  kفرض كنيد  :ضرب يك عدد در ماتريس    يك ماتريس باشد درايـن صـورت
nm)kaij(kA  يعني كليه اعداد ماتريس در اسكالر ضرب مي شود. 

اگر : مثال ۴١٣ ,,A  باشد حاصلA3 را بدست آوريد. 
   ١٢٣٩۴١٣٣٣ ,,,,A  

را مساوي گويند اگر و فقط اگر دو ماتريس هم مرتبه باشند و درايه هاي  BوAدو ماتريس  :تساوي دو ماتريس
 )  aij=bijيعني (نظير به نظير آنها با هم برابر باشد 

 .با هم برابر باشند BوAرا طوري تعيين كنيد كه دو ماتريس  yوxمقدار  :مثال





















۵٢

۴۶

۵٨

۴٣

y
B

x
A 

۴٨٢٢۶٢  yy,xx 
 :جمع دو ماتريس

جمع دو ماتريس وقتي قابل تعريف است كه دو ماتريس هم مرتبه باشند كه در اين صورت درايه هـاي نظيـر بـه    
nmAنظير با هم جمع مي شوند و متبه ماتريس تغيير نمي كند به عنوان مثال اگر  وnmB    در اين صـورت

ijijijباشد C=A+Bاگر  baC  

اگر  :مثال
















 


۶٠١

۵٢٣

٢۶۵

٣٢۴
A,B باشد حاصل جمع دو ماتريس را بدست آوريد. 
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٨۶۴

٨٠٨

٢۶۵

٣٢۴

۶٠١

۵٢۴
CbaC 

nm)aij(Aاگر  :قرينه ماتريس ماتريس ،-A    را قرينـه مـاتريسA     مـي نـاميم و بـاnm)aij(A   
B(ABA(                                                                     نشان مي دهيم بنابراين  

 :مثال

فرض كنيد 




































٢٠

١٢

۴٣

۵١

۴٣

٢١

A,B  باشد حاصلBA ٣٢ را بدست آوريد. 






























































































١١٣

١۴۵

٢٣

١۵٣

١٢٩

۶٣

۴٠

٢۴

٨۶

۵١

۴٣

٢١

٣

٢٠

١٢

۴٣

٢٣٢ BA 

 :قضيه
 :دو عدد حقيقي باشند آنگاه h,k و m×nسه ماتريس  C,B,Aاگر 

 الف( A+B=B+Aجمع دو ماتريس خاصيت جابجايي دارد                                                                
 ب( A+(B+C)=(A+B)+C.                                                                         خاصيت پخشي دارد

                                                                                                      k+(A+B)= kA+kB)پ 
(k+h)A= kA+hA )ت 

 :ضرب دو ماتريس
pm)aij(Aدو ماتريس    وnp)bij(B     را در نظر مي گيريم حاصل ضـرب دو مـاتريسB,A   ماتريسـي

nppmnmكه با  Cمانند  است BAC    نشان مي دهيم كه دارايm  سطر وn      سـتون اسـت بنـابر ايـن
بـراي بدسـت آوردن   . براي ضرب دو ماتريس بايد تعداد ستون ماتريس اول برابر تعداد سـطر مـاتريس دوم باشـد   

ضرب كنيم و نظير به نظير  Bماتريس  cام  jرا در ستون  Aام ماتريس  iكافي است سطر  Cماتريس  Cijدرايه 
k= ,       kjikij 1                                                                           با هم جمع كنيم baC  
























































mnmm

inijii

n

pnpp

nj

nj

mpmm

ipii

p

C.....CC

CCCC

C.....CC

bbb

bbbb

b......bbb

a....aa

a....aa

a....aa

ABC

٢١

٢١

١١٢١١

٢١

٢٢٢٢٢١

١١١٢١١

٢١

٢١

١١٢١٢

 
BAABضرب دو ماتريس در حالت كلي خاصيت جابجايي ندارد  :نكته  
 :قضيه

AIAAI nn )الف 
C)AB()BC(A )ب 

CBCA)BA(C )پ 
 .است B=Cباشد نمي توان نتيجه گرفت  AB=ACدر حالت كلي در صورتي كه  :نكته



٤٠ انتشارات حافظ پژوه

ماتريس  حاصل ضرب :مثال























 


٠٢

٢١

۴٣

٠٢

١١
A,B را بدست آوريد. 

٣٣
٢٢

٢٣ ٠٠١٢٢٠١٢

٠٢١١٢٢١١

٠۴١٣٢۴١٣

٠٢

١١

٠٢

٢١

۴٣
































 

















 ABC 

٢٣٢٢

١٣

٣١١






















C 

 .تعريف نشده  اند چون تعداد ستون ماتريس اول برابر تعداد سطر ماتريس دوم نيست BAدر اين مثال  :نكته
 :ترانهاده ماتريس

nm)aij(Aاگر در ماتريس           جاي سطرها و ستونها را بـا هـم عـوض كنـيم مـاتريس حاصـل را ترانهـاده ي
mnدهيم به بيـان ديگـر    نشان مي Aيا  ATماتريس مي ناميم و با 

T )bij(A    كـه در آنjiij ab    مـي
 .باشد

ترانهاده ماتريس  :مثال










۶١٢

۵۴٣
A را بدست آوريد. 

















۶۵

١۴

٢٣
TA 

 :قضيه
 .عدد حقيقي باشد kو m×nدو ماتريس  BوAاگر 
)A(A)الف TT  ده ترانهاده ماتريس يعني ترانهاA با ماتريسA  برابر است 
TTT) ب )A(K)KA(  يعني ترانهاده مضربي از يك ماتريس با همان مضرب ترانهاده ماتريس برابر است 
TTT) پ BA)BA(  يعني ترانهاده مجموع دو ماتريس برابر مجموع ترانهاده هاي دو ماتريس است 
TTT) ت AB)AB(       يعني ترانهاده ضرب دو ماتريس برابر حاصلضرب ترانهـاده مـاتريس دومـي در ترانهـاده

 .ماتريس اولي و براي آنكه قابل تعريف باشد بايد دو ماتريس مربع باشد
AATمتقارن باشد در اين صورت  Aدر صورتي كه ماتريس  :1نكته  
AATه متقارن باشد در اين صورت شب Aدر صورتي كه ماتريس  :2نكته  

در صورتي كه حاصل ضرب ترانهاده يك ماتريس در خـود مـاتريس برابـر مـاتريس واحـد شـود       : ماتريس متعامد
nيعني . ماتريس را متعامد گويند

TT IAAAA   
 دورانمربع باشد مانند ماتريس  Aو در صورتي امكان پذير است كه ماتريس 












cossin

sincos =ماتريس دوران 
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 به عنوان مثال ماتريس هاي زير متعامد هستند
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١

٢

٣
٢
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٢

٢

٢

٢
٢

٢

٢

٢

B,A 

 :(trac):اثر ماتريس
 نشان مي دهيم tr(A)را با  Aمجموع عناصر روي قطر اصلي را اثر ماتريس گويند و اثر ماتريس 

nnii
n

i
a....aaaa)A(tr  


٣٣٢٢١١

١
 

 .را بدست آوريد Aاثر ماتريس  :مثال

١٠۵١۶

۵١٣

٣١۴

٢٧۶

















 )()A(trA 

 :خواص اثر ماتريس
A(ktr)kA(tr()الف  
B(tr)A(tr)BA(tr() ب  

 :دترمينانتعريف 
يـا    detaرا بـا   Aمـاتريس   دترمينـان تابعي است كه هر ماتريس مربع را به يك عدد حقيقي نسبت مي دهـد و  

Aمنشان مي دهي. 
ايـن نـوع مـاتريس همـان      دترمينانتنها داراي يك عدد است و  1×1ماتريس   1×1ماتريس  دترمينان )1

مثال اگر عدد ماتريس است به عنوان  ٧A 7باشد در اين صورت detaA=  است. 
حاصل ضرب عناصر قطر اصلي منهاي حاصل ضرب عناصر قطر فرعـي يعنـي    12×2ماتريس  دترمينان )2

اگر 









٢٢٢١

١٢١١
aa

aa
A  دترمينانباشد در اين صورت A به صورت زير محاسبه مي شود. 

٢١١٢١٢١١
٢٢٢١

١٢١١ aaaa
aa

aa
AaAdet  

ماتريس  دترمينان :مثال










١۵

۴٣
A را بدست آوريد. 

٢٣۴۵١٣
١۵

۴٣



 )())((aAdet 

 :مينور يا كهاد
nnAام ماتريس j ام و ستون iماتريسي كه از حذف سطر      بدست مي آيـد و بـاijM     نشـان مـي دهـيم

)n()n(ماتريسي  ijMماتريس  ١١   ماتريس  دترميناناست وijM    را مينور يا كهـاد عنصـرaij   در
 .مي ناميم Aماتريس 



٤٢ انتشارات حافظ پژوه

را در ماتريس  ٢٣aمينور  :مثال

















۴٢٠

۵٣١

۴٢١

Aرا بدست آوريد. 

 يعني. سطر دوم و ستون سوم را حذف مي كنيم  ٢٣Mبراي محاسبه 

٢٠٢٢١
٠٠

٢١
٢٣٢٣  )()(Ma 

 :همسازه يا كوفاكتور
در ماتريس   aijهمسازه عنصر   nmaijA   با را كه عددي حقيقي استAij    نشان داده و به صـورت

 زير تعريف مي كنيم 

ij
ji

ij M)(A  ١ 
 .را در مثال قبل بدست آوريد ٢٣aكوفاكتور عنصر :مثال

 ٢٢١١ ٢٣
٣٢

٢٣   M)(A 
 ام  iبه روش بسط سطر  دترمينانمحاسبه 

استفاده مي شود به صورت زير تعريف  2×2لاتر از ماتريسهاي با مرتبه با دترميناناز اين روش براي محاسبه 
 .مي شود

ininiiiiijii
n

j
Aa....AaAaAaAdet  


٢٢١١

١
 

ــه    ــه توضــيح اســت كــه ايــن اعمــال نســبت ب ــوان انجــام داد كــه در ايــن صــورت   jلازم ب ام نيــز مــي ت

ijii
n

i
AaAdet 




١
بنابراين براي كمتر شدن محاسبات بهتر است سطر يا ستوني انتخاب شود كـه تعـداد    

 .فر بيشتري باشدص

ماتريس  دترمينان :مثال

















١٣۴

٢٠١

۴٢٣

A را محاسبه كنيد. 

 چون در سطر دوم صفر وجود دارد نسبت به سطر دوم بسط مي دهيم: توجه

٣۴

٢٣
٢١

١۴

۴٣
٠١

١٣

۴٢
١١

١٣۴

٢٠١

۴٢٣
٣٢٢٢١٢ 
















  )()()(A 

٨٢١٠٨٩٢٠١٢٢١  )()()()( 

 را محاسبه كنيد Aماتريس  دترمينان :مثال

دد صفر مي باشد نسبت به ستون دوم بسط مي دهيمع 2چون ستون دوم داراي  :توجه

















١٠۶

۵٠٣

٢٣۴

A 
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۵٣

٢۴
٠١

١۶

٢۴
٠١

١۶

۵٣
٣١ ٢٣٢٢٢١ )()()(A 

٨١٠٣٠٣٣  )( 

ماتريس  دترمينان :مثال

















٢١۴

۶۵١

١٢٣

A نسبت به سطر اول بسط مي دهيم. را محاسبه كنيد 

١۴

۵١
١١

٢۴

۶١
٢١

٢١

۶۵
٣١

٢١۴

۶۵١

١٢٣
٣١٢١١١ 




  )()()(A 

٣۵٢١۴۴١٢٢٠١١٢٠٢٢۶١٠٣  )())(()( 
 :3×3ماتريس هاي  دترمينانور ساروس براي محاسبه دست

در اين روش دو سـتون اول را  . استفاده مي شود 3×3ماتريس ها  دترميناناز اين دستور فقط براي محاسبه 
عناصـر  كنار ماتريس نوشته سپس مجموع حاصل ضرب عناصر قطر اصلي را منهاي مجمـوع حاصـل ضـرب    

 .قطر فرعي مي كنيم
 را محاسبه كنيد Aاتريس م دترمينان :مثال




















۶٢١

١۵٢

٢۴٣

A 

)(())((A ١۵٢٢١٣۶٢۴٢٢٢١١۴۶۵٣

٢١۶٢١

۵٢١۵٢

۴٣٢۴٣






۴٠۵۴٩۴١٠۶۴٨٨۴٩٠  )()( 
 دترمينـان اگر در يك ماتريس يك سطر يا يك ستون مضرب يك سطر يا يـك سـتون ديگـر باشـد      )1نكته

 .ماتريس صفر است
 دترمينانيك ستون ديگر باشد  در صورتي در يك ماتريس يك سطر يا يك ستون برابر يك سطر يا )2نكته

 .صفر است

ماتريس  دترمينان: مثال





















١٠٣۴۶

٩٢٨٧

٢۵٣۴

٢۵٣۴

A را محاسبه كنيد. 

٠Aبرابر سطر اول است بنابراين ) -1(چون سطر دوم  :جواب  است  
 .ماتريس صفر مي شود دترميناناگر يك سطر يا يك ستون ماتريس صفر باشد  )3نكته

ماتريس  دترمينان :مثال

















٩٠۶

١٠٠٢

٧٠٣

A را محاسبه كنيد. 



٤٤ انتشارات حافظ پژوه

 .است ٠Aچون ستون دوم صفر است بنابراين :جواب
AkkAبرابر مي شود   Kn دترمينانضرب شود  Kدر عدد  Aاگر ماتريس )4 n  
 .را بدست آوريد A3 دترمينانباشد  ٨Aو  4مرتبه  Aاگر ماتريس  :مثال

۶۴٨٨٣۴  AkkA n 
 برابر مي شود  Kماتريس   ضرب كنيم دترمينان Kعدد را  Aاگر يك سطر يا ستون ماتريس )5

 دترمينـان ضـرب كنـيم    5باشـد در صـورتيكه سـطر سـوم را در عـدد       ١٢Aو 5مرتبه Aاگر ماتريس  :مثال
۶٠١٢۵        :جواب. ا محاسبه كنيدماتريس جديد ر Ak 

 .عوض مي شود ي دو ستون عوض شود علامت دترميناناگر در يك ماتريس جاي دو سطريا جا) 6
از . ندارد فه كنيم تاثيري در مقدار دترميناناگر مضربي از يك سطر يا يك ستون را به سطر يا ستون ديگر اضا) 7

 .ساده تر شود دترمينانتا محاسبه  مي شود در سطر يا ستون صفر بدست آوريم خاصيت براي آن استفاده
 .ماتريس هاي مثلثي و قطري برابر حاصل ضرب عناصر روي قطر اصلي مي باشد دترمينان) 8

ماتريس  دترمينان: مثال

















٨٠٠

۶۵٠

٩٧٢

A را محاسبه كنيد. 

 .ل ضرب عناصر روي قطر اصلي استبرابر حاص چون ماتريس مثلثي است دترمينان: جواب
٨٠٨۵٢ A 

BAAB                                                            . دو ماتريس مربع هم مرتبه باشند BوAاگر ) 9  
 ١I                                     ماتريس واحد برابر يك است                                        دترمينان) 10
AATبا هم برابر است                                          Aو ترانهاده ماتريس  Aماتريس  دترمينان) 11    

 است ١ماتريس هاي متعامد برابر  ندترمينا) 12 
 ماتريس هاي زير را بدست آوريد چون هر دو ماتريس متعامد هستند بنابراين  ندترمينا :مثال
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۶
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٠
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٢
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١ ۶
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 B,A 

 :وارون ماتريس
nnij)a(Aماتريس مربع  را وارون پذير مي ناميم اگر ماتريسي مانندnnij)b(B    وجود داشته باشد بـه

nIBAABطوري كه    در اين صورت ماتريسB  وارون ماتريسA  ١است كه باA    نمـايش مـي دهـيم .
 .وارون ماتريس در صورت وجود منحصر به فرد است

 .باشد ماتريس وارون پذير نيست ٠Aدر صورتي كه  :نكته
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 :تعريف ماتريس الحاقي
يعنـي  . نشان مـي دهـيم   adjAناميده و با  Aرا ماتريس الحاقي  Aهاي ماتريس مربع  ترانهاده ماتريس همسازه

T
ij)A(adjA  

 :محاسبه وارون ماتريس
 وارون ماتريس را به دو روش به دست مي آوريم

ستفاده از رابطه زير بدسـت  باشد در اين صورت وارون ماتريس با ا ٠Aبا استفاده از ماتريس الحاقي اگر ) الف

adjA.      آيد مي 
A

A
١١ 

وارون ماتريس : مثال

















٣٠٢

١٣٣

٣١٣

Aرا با استفاده ماتريس الحاقي بدست آوريد. 
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۶٢۶

۶٣٧
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٢٣٣
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ij )Aij(adjAA 




















































٣١٣
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٢

٧

۴
٢

٣

٢

٩

۶٢۶

۶٣٧

٨٣٩

٢

١١١ adjA
A

A 

كافي است جاي عناصر قطر اصلي را عوض كنيم و قطر فرعي  2×2محاسبه وارون ماتريس هاي براي  :نكته
ماتريس مي كنيم به عبارتي  دترمينانضرب كنيم تا ماتريس الحاقي بدست آيد سپس تقسيم بر ) -1(را در 

بـه صـورت    Aاگر مـاتريس  









dc

ba
A  باشـد.

























ac

dd
adjA,

ac

dd

A
A

١١ 

 .ميباشد

وارون ماتريس  :مثال









۶٢

٣۴
Aرا محاسبه كنيد 



٤٦ انتشارات حافظ پژوه

١٨٢٣۴۶  )()(A 
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۴٢

٣۶

١٨

١١١
ac

bd

A
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 محاسبه وارون ماتريس با استفاده از اعمال سطري مقدماتي ) ب
)A(وارون پذير باشد  Aدر صورتي كه ماتريس  ٠  به وسيله يك سري اعمال سطري مقدماتي تبديل به

 Aمـاتريس ماتريس واحد مي شود آنگاه با انجام همين اعمال سطري مقدماتي بر روي ماتريس واحد وارون 
را بـه صـورت    Aابتدا مـاتريس   Aجهت بدست آوردن وارون ماتريس . بدست مي آيد IA   مـي نويسـيم

بـا اعمـال    را به يك تبـديل مـي كنـيم سـپس     ١١aس واحد را كنار ماتريس مي نويسيم سپس يعني ماتري
را در ماتريس جديـد بـه يـك تبـديل مـي       ٢٢aسطري عناصر ستون اول را به صفر تبديل مي كنيم سپس

را بـه يـك تبـديل     nnaه صفر تبديل مي كنيم الي آخر سپس را ب ٢٢aكنيم سپس اعداد ستون دوم زير 
مـي كنـيم و توسـط    را بـه صـفر تبـديل     nnaمي كنيم و توسط آن با اعمال سطري مقدماتي اعـداد بـالا   

)n)(n(a ١١      ايـن صـورت مـاتريس    اعداد بالاي آن را به صفر تبديل مي كنيم و الـي آخـر كـه درA   بـه
ماتريس واحد تبديل مي شود و فرم كلي  BI   تبديل مي شـود كـهB   وارون مـاتريسA    اسـت نمـايش
 .اعمال سطري مقدماتي به صورت زير است

jiتعويض جاي دو سطر  )1 RR 
 

iiضرب يك سطر در عدد غير صفر  )2 RkR  

RjRkRردن مضربي از يك سطر به سطر ديگر اضافه ك )3 ji  

 .وارون ماتريس زير را به روش اعمال سطري مقدماتي بدست آوريد :مثال
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 :قضيه
 :و وارون پذير باشند، آنگاه n×nدو ماتريس  A,Bاگر 

١١١                                             .وارون پذير است ABماتريس حاصل ضرب ) 1   AB)AB( 
TT.                                                      وارون پذير است Aترانهاي  ماتريس) 2 )A()A( ١١   
)A(Aاست                                                   Aبرابر ماتريس  Aوارون، وارون ماتريس ) 3  ١١ 

                             است Aماتريس  دترمينانبرابر معكوس  Aريسوارون مات دترمينان) 4
A

A
١١ 

TAAوارون ماتريس و ترانهاده با هم برابرند                                  Aدر ماتريس متعامد  :نكته ١ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



٤٨ انتشارات حافظ پژوه

 
 فصل چهارم
 و توابع خطيدستگاه معادلات خطي 

 :دستگاه معادلات خطي
٠٢٢١١يك معادله به صورت   nnxa........xaxa را معادله خطيn  كـه هـر   . مجهولي گوينـدn 

nx,........,x,x(تايي مرتب  از اعداد حقيقي را كه در اين معادله صدق كند يك جواب آن مي ناميم و ) ٢١
m  معادله خطيn  مجهولي را دستگاهm  معادلهn و به صورت زير . جهولي گويندم 
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 مجهولي nمعادله خطي mدستگاه 

na,........,a,a(تايي  nدر اين دستگاه  . از اعداد حقيقي را كه در تمام معادله هاي دستگاه صدق كنـد ) ٢١
 .ر بنويسيماين دستگاه را مي توانيم به صورت معادله ماتريسي زي. يك جواب دستگاه مي ناميم
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nmij)a(Aكـه در آن  . نمـايش مـي دهـيم    AX=Bمعادله ماتريسي را به صورت خلاصـه      مـاتريس

ضرايب و 
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 ماتريس اعداد ثابت است 

دستگاه  :مثال
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yx را به فرم ماتريسي نمايش دهيد. 
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BXA  
يك دستگاه معادلات خطي ممكن است داراي يك جواب منحصربه فرد يا بينهايت جواب باشـد و يـا    :نكته

 .اصلا جوابي نداشته باشد
 روشهاي حل يك دستگاه معادلات خطي

 :روش حذف گاوس -1
ا بكارگيري اعمال سطري مقدماتي روي سطرهاي ماتريس مركب در اين روش ب      BA  دستگاهAX=B   
 .را حل مي كنيم     
 .دستگاه سه معادله سه مجهولي زير را به روش حذفي گاوس حل كنيد :مثال
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در صورتي كه با حل دستگاه جواب به گونه اي بدست آيد كه بتوان مجهـولات را بـر حسـب    : مجهول آزاد
 .يكي از مجهولات نوشت آن مجهول را مجهول آزاد گويند

 .دستگاه معادلات زير را حل كنيد: مثال
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٥٠ انتشارات حافظ پژوه
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aXاگر جـواب  را به عنوان مجهول آزاد در نظر بگيريم جوابهاي معادله به صورت زير است به عبـارتي   ٣
 .مجهولات وابسته به يكديگر هستند















ax

ax

ax

٣

٢

١

۵۶

٧١٠

 

 .عدد دلخواهي مي تواند باشد بنابراين دستگاه بينهايت جواب داردهر  aچون 
 دستگاه معادلات زير را حل كنيد :مثال
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۵٠معادله سوم اين دستگاه غير ممكن است زيرا  ي نـدارد بنـابراين بـراي    سپس دستگاه داده شده جواب
 .حالت مختلف امكان دارد رخ دهد 3جوابهاي يك دستگاه 

ماتريس ضرائب مخـالف   دترمينانجواب منحصر به فرد بدست آيد كه اين وضعيت در حالتي است كه ) الف
 .صفر باشد

 بيشمار جواب داشته باشد در صورتي است كه مجهولات به يكديگر وابسته باشند) ب
 .ابي نداشته باشددستگاه جو) پ
 :روش وارون ماتريس -2

 nمعادله  nدستگاه (معادلات خطي برابر باشد در صورتي كه تعداد مجهولات با تعداد معادلات يك دستگاه 
آنگـاه  ) ماتريس ضرائب مخـالف صـفر باشـد    دترمينان(و ماتريس ضرائب دستگاه وارون پذير باشد ) مجهولي

ر به فرد است بنابراين براي بدست آوردن مجهـولات كـافي اسـت از    دستگاه همواره داراي يك جواب منحص
 .سمت چپ فرم ماتريسي دستگاه را در وارون ماتريس ضرب كنيم تا مجهولات بدست آيد

BAXBAAXABAX ١١١   
 .دستگاه زير را به روش وارون ماتريس حل كنيد :مثال
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 :دستور كرامر-3
)A(اگر ماتريس ضرايب يك دستگاه وارون پذير باشد  ٠ آنگاه تنها جواب دستگاه برابر است با: 

 n,...,i
Adet

Adet
Xi ٢١ 

ماتريسي است كه از جايگزين كردن ماتريس  Aiماتريس ضرايب مجهولات و  Aكه در آن 
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ام  iدر ستون  

 .ستون مجهول مورد نظر قرار مي دهيمبه دست مي آيد به عبارتي پاسخها را در  Aماتريس 
 دستگاه زير ار به روش كرامر حل كنيد  :مثال
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Ax : جوابها را در ستونx ها قرار مي دهيم 
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Ay  : جوابها را در ستونyها قرار مي دهيم 

۵
٢١

١٣
yAdet 

١
۵

۵
١

۵

۵









Adet

Adet
y

Adet

Adet
X

yX 

 :دستگاه همگن

ماتريس اعداد ثابت آن همگي صفر باشد همگن گويند به عنوان مثال دستگاهي كه 
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yx  يك دستگاه

همگن است و 






١۴۵

٠٢۶

yx

yx است دستگاه غير ممكن. 

٠٢١همواره  :نكته  nx.......xx كه جواب صـفر موسـوم بـه جـواب     . يك جواب دستگاه همگن است
 .بديهي است

 
 



٥٢ انتشارات حافظ پژوه

 :قضيه
 دترمينـان است اگر و فقـط اگـر   ) غيرصفر(مجهولي همگن داراي يك جواب غير بديهي  nمعادله  nيك دستگاه 

 .ماتريس ضرائب دستگاه برابر صفر باشد
 عادلات همگن زير را حل كنيددستگاه م :مثال
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 را محاسبه مي كنيم دترمينانبا استفاده از دستور ساروس 
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٠٣٢١ضرائب مخالف صفر است بنابراين داراي جواب بديهي  دترمينانچون   xxx  است 
غير (مجهول باشد همواره داراي يك جواب غير بديهي  nادله و مع mدر صورتي كه دستگاه همگن داراي  :نكته
)mn(است اگر ) صفر  باشد و قطعاً تعدادn-m عدد مجهول آزاد وجود دارد 
 .دستگاه همگن زير را حل كنيد :مثال
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٢٢۴ است بنابراين قطعاً =4nو  =2mچون   mn مجهول آزاد وجود دارد. 
١٢اگر  :1قضيه x,x  دو جواب دستگاه غير همگنAX=B  ٢١باشند آنگاه xx  ١٢و xx     جوابهـايي بـراي

داراي يك جواب منحصر به فرد است  AX=Bبنابراين دستگاه غير همگن . بودخواهند  =AX 0دستگاه همگن
 .جواب منحصر به فرد داشته باشد =AX 0اگر و فقط اگر دستگاه همگن 

 را يك بردار يك نقطه مي ناميم  Rnهر عنصر  :نكته
 استقلال و وابستگي خطي

بردار  mمجموعه  nV.....,V,V  .را مستقل خطي گويند Rn از عناصر فضاي برداري ٢١
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mC,.....C,Cاگر هيچ مجموعه اي از اعداد حقيقي  ٠٢١بجز   ٢١  mC.....CC    وجود نداشته باشـد بـه

٠٢٢١١طوري كه   mm VC.........VCVC  به عبارتي مجموعهm  بردار mV.....,V,V مستقل ٢١
٠٢٢١١جواب معادله خطي است، اگر و فقط اگر   mm VC.........VCVC براي هرi  ،0Ci=  باشد در

 .اين مجموعه را وابسته خطي مي ناميمغير اين صورت 
مجموعه بردارهاي : نكته xV.....,V,V ماتريس تشكيل شده  دترمينانمستقل خطي است اگر و فقط اگر  ٢١

قابـل محاسـبه    دترمينـان اصل شـود و  البته در صورتي كه ماتريس مربع ح. از مجموعه بردارها مخالف صفر باشد
باشـد مسـتقل خطـي و اگـر     ٠Aبنـاميم اگـر    Aباشد بنابراين اگر ماتريس تشكيل شده از مجموعه بردارهـا  

٠A باشد مجموعه بردارها وابسته خطي مي باشد. 
آيا مجموعه بردارهاي  :مثال ),,(),,,(),,,(  ستقل خطي استم ٣٠٠٠٠٢١٠١

 .برابر صفر است و بردارها وابسته خطي هستند دترمينانچون ستون دوم برابر صفر است بنابراين 

٠

٣٠٠

٠٠٢

١٠١

Adet 

 
آيا مجموعه بردارها  :مثال ),,(),,,(),,,(  مستقل خطي است ٢٠١١٠٣١٢١

 با استفاده از دستور ساروس

٠١٠٠٠١٢٠٢٠

٠١٢٠١

٠٣١٠٣
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 )()(Adet 

 صفر است مستقل خطي هستند مخالف دترمينانچون 
 :رتبه ماتريس

 Aرا رتبـه مـاتريس    Aحداكثر تعداد سطرهاي مستقل خطي ماتريس . باشد m×nيك ماتريس  Aفرض كنيد 
برابر با حداكثر تعداد بردارهاي مستقل خطـي در   Aنشان مي دهيم و به عبارتي رتبه ماتريس  r(A)ناميده و با 

مجموعه  mR,....,R,R  .ستا٢١
آن ناصـفر مـي    دترميناناست كه  Aبرابر با تعداد سطرهاي بزرگترين زير ماتريس مربع  Aرتبه ماتريس )1نكته

 .مخالف صفر باشد رتبه ماتريس برابر رتبه ماتريس است Aماتريس دترمينانباشد بنابراين در صورتي كه 
برابـر   A دترمينـان ريس در صـورتي كـه   با توجه به تعريف رتبه ماتريس يك روش براي تعيين رتبه مات )2نكته

را به ماتريس بالا مثلثي تبديل كنيم در اين صورت تعداد عناصر مخالف صـفر   Aصفر شود اين است كه ماتريس
 .روي قطر اصلي رتبه ماتريس است

 .رتبه ماتريس زير را تعيين كنيد :مثال
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 است 3بنابراين رتبه ماتريس برابر 



٥٤ انتشارات حافظ پژوه

 رتبه ماتريس را تعيين كنيد :لمثا
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 .است و تبديل به ماتريس بالا مثلثي ميكنيم 3بنابراين رتبه ماتريس كمتر از 
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  چون ماتريس برابر يك است جون تعداد عناصر روي قطر اصلي يكي است
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RRR

RRR
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 خواص رتبه ماتريس
I(r(nرتبه ماتريس واحد برابر مرتبه ماتريس واحد است                                                      )الف n  
A(r)A(r(برابر است يعني                                                Aبا رتبه ترانهاده  Aرتبه ماتريس ) ب T 
A(r(nباشد ٠Aباشد اگر  n×nيس ماتر Aاگر ) پ   ٠و اگرA  باشدn)A(r  است. 
رتبــه حاصــل ضــرب دو مــاتريس همــواره نابيشــتر از كــوچكترين رتبــه دو مــاتريس اســت يعنــي           ) ت

 )B(r),A(rmin)AB(r  است. 
ماتريس ضـرايب   A با توجه به مفهوم رتبه ماتريس اگر  AX=Bاي دستگاه معادلات خطي بررسي تعداد جوابه

مجهولي باشد و  nمعادله خطي  mدستگاه  BA ماتريس مركبAوB   باشد رتبه ماتريس مركـب BA را
)BA(با  r نشان مي دهيم، داريم. 

A(r)BA(r( اگر) الف  باشد آنگاه دستگاه داراي حداقل يك جواب است. 
A(r)BA(r(nاگر ) ب  باشد انگاه دستگاه داراي يك جواب منحصر به فرد است. 
A(r)BA(r(nاگر ) پ   آنگاه دستگاه داراي بينهايت جواب و مجموعه سطرهاي ماتريسA   وابسته خطـي

 )٠A(است
A(r)BA(r(اگر ) ت  آنگاه دستگاه جواب ندارد. 

 .در مورد حل پذيري دستگاه معادلات خطي زير تحقيق كنيد :مثال
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 ماتريس ضرائب را بدست مي آوريم دترمينانابتدا با استفاده از دستور ساروس 
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تعيين مي كنيم براي سهولت در محاسبات جـاي سـطر دوم و اول   r(A) است يا به صورت زير =3r(A)ابراين بن

 .را عوض مي كنيم
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٣بنابراين  n)A(r)BA(r  طبق قسمت)رددستگاه يك جواب منحصر به فرد دا) ب. 
 .در مورد حل پذيري دستگاه زير تحقيق كنيد
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A(r)BA(r(بنابراين  است و دستگاه جواب ندارد. 
 .در مورد حل پذيري دستگاه معادلات خطي زير تحقيق كنيد
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٥٦ انتشارات حافظ پژوه
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 :تابع خطي

 و هر دو تايي rعدد حقيقي را كه به ازاي هر  Rmبه فضاي برداري   Rnاز فضاي برداري  fمتغير  nتابع
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 .در دو شرط زير صدق كند را يك تابع خطي مي ناميم  Rnاز 
1- )y(f)x(f)yx(f  
2- )x(rf)rx(f  

نشان دهيد        :مثال
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 :قضيه

mnتابع  RR  خطي است اگر و فقط اگر هر مولفه مقدار تابعf  در
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به صورت يك تركيب خطـي  

١٢از اعداد  X,X,.....,Xn باشد. 
mnاز اين قضيه نتيجه مي شود كه اگر  RR:f       يك تابع خطي باشد آنگاه اعـداد حقيقـي وجـود دارنـد بـه

 .است fيك ماتريس نمايشگر تابع خطي  Aكه ماتريس  f(x)=Axطوري كه 
mnصورتي كه در  :نكته RR:f     داراي توان غير يك يا عدد ثابت يا توابع لگاريتمي توابع مثلثـاتي و غيـره

 مانند. باشد نمي تواند نشانگر يك تابع خطي باشد
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 است 2داراي توان ١xتابع شماره يك چون 
 ١١xد ثابت است تابع شماره دو چون داراي عد

 تابع شماره سه چون داراي نسبتهاي مثلثاتي است
 دارد ٢١xxتابع شماره چهار چون ضرب 

٣٣آيا تابع  :مثال RR:f  ٣در اين صورت ماتريس نمايشـگر آن را بـراي هـر    . يك تابع خطي استRx 
 .يسيدبنو
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 ها وجود دارد xتابع خطي است چون فقط جمع و تفريق بين 
 .بنابراين ماتريس آن به صورت زير است
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٥٨ انتشارات حافظ پژوه

 :تابع صفر
mnتابع  RR:f   را كه براي هرnRxبه صورت زير تعريف مي شود را تابع صفر گويند. 
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 :تابع هماني
mnتابعي كه هيچ تغييري ايجاد نكند را تابع هماني گويند به عبارتي تابع  RR:I   را كه براي هرnRx 

                 .است nبه صورت زير مي باشد و ماتريس نمايشگر آن ماتريس واحد مرتبه 
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جهت انجام اعمال جمع دو تايي و ضـرب اسـكالر يـك تـابع خطـي كافيسـت آن اعمـال را روي مـاتريس          :نكته
 .م دهيمنمايشگر آنها انجا
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٣٢توابع خطي  :مثال RR:f  ٣٢و RR:g    را به صورت در نظر گرفته ايم توابـعf+g  وy3   را تعيـين
 .كنيد
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mnوابع خطي براي بدست آوردن تركيب ت :نكته RR:f  وmn RR:g    كافي است ضرب ماتريسـهاي
 .نمايشگر خطي آنها را بدست آوريم

٣٢دو تابع خطي  :مثال RR:f ٣٢و RR:g را با ضابطه هاي تعريف شده زير در نظر بگيريد. 
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 .را بدست آوريد gof تابع مركب
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 .آيا دو تابع خطي زير وارون يكديگرند :مثال
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 .وارون يكديگرند fوgبنابراين تابع 
 مقادير ويژه و بردارهاي ويژه

و  Ax=yاگـر در رابطـه   . عدد حقيقي غيرصـفر باشـد  غير صفر و ) بردار(دو ماتريس ستوني  yو xفرض كنيد 
y=x  باشد .  را يك مقدار ويژه وx  را بردار ويژه ماتريسA گويند. 

٠٠ 







x)IA(xIAxxAx
xy

yAx
nn 

٠بردار ويژه مي باشد در معادله  Xمقدار ويژه و  بنابراين  x)IA( n    صدق مي كند شـرط وجـود جـواب
٠غيربديهي براي دستگاه معادلات فوق آن است كه  nIAباشد. 

مقادير ويژه ماتريس  :مثال
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٦٠ انتشارات حافظ پژوه

٠ :نكته nIA  را معادله مشخصه مقادير ويژه گويند و مي توان نتيجه گرفت مجموع مقادير ويژه برابـر

iاست  Aاثر ماتريس 
n

i
)A(tr  

١
iاسـت  A دترمينـان دير ويـژه برابـر   و حاصـل ضـرب مقـا    

n

i
A  

١
 

 .به صورت زير است 2×2بنابراين مي توان گفت معادله مشخصه ماتريس 
٠٢  A)A(tr 

 :طريقه بدست آوردن بردار ويژه
گوينـد بـراي بدسـت آوردن     Aويـژه  مي توان يك بردار ويژه بدست آورد اين بردارهـا را بردارهـاي    براي هر 

٠يعني  Aرا در رابطه معادله مشخصه ماتريس بردارهاي ويژه كافيست مقادير  x)IA( n   قـرار دهـيم و
 .دستگاه بدست آمده را حل كنيم

مقادير ويژه و بردار ويژه ماتريس  :مثال
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هر بردار به صورت 
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 بدست آورد كه همگي با هم موازيند٠xبردارهاي  همانگونه مشاهده مي شود براي هر مقدار : نكته

مقدارهاي ويژه و بردارهاي ويژه ماتريس  :مثال
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٠٣٢١معادله اول به صورت  1=1براي   xxx در معادله صدق مـي كنـد و   ) 1و-1و0(مي شود بنابراين

يك بردار ويژه در نظـر   را به عنوان) 1و0و-1(مي توان 2=1 است و همچنين براي 1=1 يك بردار ويژه براي 
 .گرفت

 3=7 و به ازاي 
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 دستگاه را به يك روش دلخواه حل كنيم 
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٣٢١ بنابراين ٣

١

٢

١
xxx  7يك بردار ويژه براي) 1و2و3(ست و مي توان نتيجه گرفت ا=  است كه مستقل

 .از دو بردار ويژه ديگر است
 
 
 
 
 
 
 
 
 



٦٢ انتشارات حافظ پژوه

 
 فصل پنجم

 توابع چند متغيره
 :تابع چند متغيره

 nيـك تـابع   باشـد   Rو برد آن زير مجموعـه اي از اعـداد حقيقـي     Rnرا كه قلمرو آن زير مجموعه اي از  fتابع 
RR:f.                                                                                                متغيره مي ناميم n  

RR:fتابع  :مثال ۶۴٣با ضابطه تعريف  ٢  yx)y,x(f يك تابع دو متغيره است. 
RR:fتابع  :مثال ٣٢١با ضابطه تعريف  ٣

١
١٣٢١ xxxx)x,x,x(f  يك تابع سه متغيره است 

 :اعمال جبري بر روي توابع چند متغيره
اعمال جبري به صورت زيـر تعريـف مـي     cو هر عدد حقيقي  Rnاز  xمتغيره باشند آنگاه هر  nدو تابع  g,fاگر 
 .شود

)x(g)x(fx)gf)( ١ 
)x(kf)x)(kf)( ٢ 

)x(g)x(fx)g.f)( ٣ 

)x(g

)x(f
)x)(

g

f
)( ۴ 

است و دامنه تعريف  g,fبرابر با اشتراك دامنه هاي  f.gو  f-gو  f+gدامنه تعريف توابع 
g

f  برابر اشتراك دامنه

 دارد fدامنه تعريف برابر با  kfو تابع  =0g(x)است بجز نقاطي كه  g,fهاي 
 ):قلمرو(دامنه  تعريف 

)x,.......x,x(تايي  nمقاديري از  nكه در ضابطه تابع تعريف شده باشند را دامنه تعريف گويند٢١. 

٩٢٢دامنه تعريف تابع  :مثال  yx)y,x(f را بدست آوريد. 

                                              بايستي زير راديكال بزرگتر مساوي صفر باشد  ٠٩٢٢  yx)y,x( 

دامنه تعريف تابع  :مثال
yx

)y,x(f
۵

۶


 را پيدا كنيد. 

.                                                                    بايستي مخرج مخالف صفر باشد ٠۵  yx)y,x( 

yx)y,x(fقلمرو تابع  :مثال ۶۵   را پيدا كنيد 
٠٠دامنه تعريف نقطه اشتراك  y,x  است در واقع ناحيه اول محورهاي مختصات  

 ٠٠  y,x)y,x( 

٢٢۶تابع  :مثال yx)y,x(f  ٣٢و yx)y,x(g    توابعf+g  وf-g  و
g

f را بدست آوريد. 

RR:gf)y,x(g)y,x(f)y,x)(gf(  ٢ 
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٣٢٣٢٢٢ ۶۶ yyyxyx)y,x)(gf(  

٣٢٢٣٢٢٢ ٢۶۶ yyx)yx(yx)y,x)(gf(  

  RyxR:)y,x(
g

f
 ٠٣٢٢ 

٢٢

٢٢۶

yx

yx
)y,x(

g

f




 

 :حد توابع چند متغيره
  (x,y)نقطـه   است، اگر هنگامي Lبرابر  (a,b)در نقطه  fگويند حد تابع . يك تابع دو متغيره باشد fفرض كنيم 

L)y,x(flim             نزديك شود به عبارتي Lبه عدد حقيقي  f(x,y)ر نزديك شود مقدا (a,b)به نقطه   
)b,a()y,x(  

 0Pدر يـك همسـايگي اطـراف     fمفروضـند و تـابع    Rnدر  0Pدر نقطـه   fمتغيره  nتابع  بنابراين مي توان گفت
 بتوان ٠تعريف شده است اگر به ازاي هر  ,Pرا چنان يافت كه ٠ 

  L)P(fPP,P ٠٠ ٠٠٠ 

 L)y,x(F)by()ax(  براي تابع دو متغيره٢٢٠٠٠
متغيره همانند تعريف بالا عمل مي شـود بـا ايـن تفـاوت كـه در حالـت دو        nلازم به توضيح است كه براي توابع 

b,a(P(متغيره به جاي  و در حالت  ٠n تغيره م)x,.......x,x(P n٢١٠ در نظر گرفته مي شود. 
نزديـك و   0Pحد توابع چند متغير در صورت وجود منحصر به فرد است حال اگر از دو مسير متفـاوت بـه    :نكته

 .مقدار حد برابر نشود مي توان نتيجه گرفت كه حد موجود نيست

حد تابع  :مثال
٢٢

٢٢

xy

xy
)y,x(f




  سي كنيدبرر) 0و0(را در. 

 .وابسته نباشد mفرض مي كنيم و بايستي به يك عدد منحصر به فرد برسيم و  mxرا برابر  yبراي حل 

١

١

١

١
٢

٢

٢٢

٢٢

٢٢

٢٢

٢٢

٢٢





















m

m

)m(x

)m(x
lim

x)mx(

x)mx(
lim

xy

xy
lim)y,x(flim 

٠٠٠٠٠٠  xx),()y,x(),()y,x( 
 هاي مختلف بايد يك نتيجه حاصل شود  mحال به ازاي 

 .اين تابع داراي حد نيستباشد حد برابر صفر است بنابر =1mو اگر -1باشد حد برابر  =0mاگر 
 :قضيه

 باشد آنگاه Lبرابر  (a,b)در نقطه  fاگر حد تابع دو متغيره 
L)y,x(flim,L)y,x(flimL)y,a(flim  

)b,a()b,x(,)b,a()y,a()b,a()y,x(  
 است كه مفهوم آن به صورت زير مي باشد

ت ولي عكـس  اس Lميل كند برابر با  (a,b)به نقطه  x=a , y=bدر مسيرهاي  (x,y)وقتي كه نقطه  fحد تابع 
 اين قضيه صادق نيست



٦٤ انتشارات حافظ پژوه

yx)y,x(fحد تابع  :مثال ٣۶ ٢   بدست آوريد) 1و3(را در نقطه. 
٣٣٣١۶٣۶ ٢٢  yxlim)y,x(flim 

),()y,a(),()y,x( ٣١٣١  

حد تابع 
٢٣

٢٣ ۵۴

yx

yx
)y,x(f




  در صورت وجود بدست آوريد) 0و0(را در نقطه. 

مبهم   
٠

٠

٠٠

٠۵٠۴
٢٣

٢٣







)()(

)()(
)y,x(flim 

),()y,x( ٠٠ 

۴۴
٠

۵۴
٠

٣
٠

٣





 lim

x

xx
lim),x(flim 

),(),x(),()y,x( ٠٠٠٠٠  

۵۵
٠

۵٠۴
٠

٢٣

٢٣





 )lim(

y)(

y)(
lim)y,(flim 

),()y,(),()y,( ٠٠٠٠٠٠  

y,(flim),x(flim(چون  ٠٠   حد ندارد) 0و0(بنابراين تابع در 
),()y,(),(),x( ٠٠٠٠٠٠  

 :تعريف













)y,x(lim f

by
lim

yx
را در صورت وجود حسـاب   y,x(flim(و  را ثابت فرض كرده xيعني ابتدا 

 پيدا مي كنيم xكرده سپس حد را وقتي 

اگر  :نكته






















)y,x(lim)y,x(lim f

ax
lim

by
f

by
lim

ax
 .حد ندارد (a,b)در نقطه  fآنگاه تابع  

حد تابع  :مثال
٣۴

٣

yx

y
)y,x(f


  در صورت وجود بدست آوريد) 0و0(در نقطه. 

مبهم 
٠

٠

٠٠

٠
٣٣

٣



)y,x(flim 

),()y,x( ٠٠ 

  ٠
٠

٠
٣۴

٣

















x
lim)y,x(flimlim 

٠٠٠  xyx 

  ١
٠ ٣

٣

٣۴

٣






























y

y
lim

y

y
lim)y,x(flimlim 

٠٠٠  yxy 
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به عبارتي ١٠چون 






















)y,x(lim)y,x(lim f

y
lim

x
f

x
lim

y ٠٠٠٠
 تابع حد ندارد 

 :قضيه هاي حد توابع چند متغيره
 آنگاه . وجود داشته باشد (a,b)در نقطه  g,fاگر حد توابع دو متغيره 

)y,x(glim)y,x(flim)y,x)(gflim() ١ 
)b,a()y,x()b,a()y,x()b,a()y,x(  

)y,x(flimk)y,x)(kflim() ٢ 
)b,a()y,x()b,a()y,x(  

  )y,x(glimy,x(flim)y,x)(fglim() ٣ 
)b,a()y,x()b,a()y,x()b,a()y,x(  

٠۴ 






 )y,x(glim
)b,a()y,x(

)y,x(glim

)y,x(flim
)b,a()y,x(

,

y,x()y,x(

)y,x)(
g

f
lim() 

 نقطه مورد نظر پيوسته است تابع و مقدار تابع برابر باشند تابع در اگر حد :نكته

)L)y,x :قضيه
)b,a(

lim
)y,x(

f 


 پيوسته باشد آنگاه  Lدر  gو تابع يك متغيره  

)L(g))y,x(f(glim)f.glim(  
)b,a()y,x()b,a()y,x(  

(مقدار  :مثال
y

x
e(Llim n را محاسبه كنيد ٢. 

             ),e()y,x( ١ 

)ee(Ln)
e

e(Lnlim)
y

x
.e(Lnlim  ٢٢٢

١
 

 پيوسته است اگر سه شرط زير برقرار باشد (a,b)در نقطه  fتابع دومتغيره  :نكته
 تعريف شده باشد (a,b)در نقطه  fتابع )الف
 .معين باشد  f(a,b)يعني . وجود داشته باشد y,x(flim() ب
)b,a()y,x(  
b,a(f)y,x(flim() پ   

              )b,a()y,x(   

آيا با ضابطه تعريف  :مثال













٠

٢
٢٢

٢

yx

xxy
)y,x(f  در نقطه)پيوسته است) 0و0 



٦٦ انتشارات حافظ پژوه

  ٢
٠

٢٠
٢

٢







x

x
lim)y,x(flimlim 

٠٠٠  xyx 

  ٠
٠

٠٠
٢







y
lim)y,x(flimlim 

٠٠٠  yxy 
 نيستنيست بنابراين تابع حد ندارد و پيوسته  ٠٢چون 
yxcos()y,x(h(آيا تابع دو متغيره  :مثال ٢٢   پيوسته است 

yxچون تابع  ٢٢   يك چند جمله اي است و پيوسته است و تابعzcos)z(g      نيز پيوسـته اسـت بنـابراين
 طبق قضيه قبل اين تابع پيوسته است

yx)y,x(f ٢٢   پيوسته است وzcos)z(g  بنابراين . پيوسته استg.f=h نيز پيوسته است. 

,gf,g.fپيوسته باشند در اين صورت توابـع   (a,b)در نقطه  gوfدر صورتي كه توابع  :نكته
g

f
))b,a(g(  ٠ 

 .پيوسته هستند (a,b)نيز پيوسته در نقطه 
 مشتقهاي جزئي

ز يكي از آنها را ثابت نگه داريم و ماننـد يـك عقيقـي در نظـر بگيـريم      تمام متغيرها به ج fمتغيره  nاگر در تابع 
كه مشتق اين تابع يـك متغيـره را يـك    . تابعي يك متغيره خواهيم و مشتق آن مانند توابع يك متغيره مي باشد

 .مي ناميم و به صورت زير تعريف مي شود fمشتق جزئي تابع 

ها عدد ثابت فرض شود  yو  xمشتق نسبت به 
h

)y,x(f)y,hx(f
f

x

f
lim

h
x







٠
  

ها عدد ثابت فرض شود  xو  yمشتق نسبت به 
h

)y,x(f)hy,x(f
f

y

f
lim

h
y







٠
  

yx)y,x(fمشتق هاي جزئي مرتبه اول تابع  :مثال ۴٢  را بدست آوريد. 

Y ها عدد ثابت فرض مي شود و نسبت بهx مشتق مي گيريم                                         x
x

f
fx ٢




  

x ها عدد ثابت فرض مي شود و نسبت بهy ۴                                        مشتق مي گيريم




y

f
fy  

 :مشتقهاي جزئي مرتبه بالاتر
مـي   متغيـر نيـز   nهمانگونه در توابع يك متغيره از يك تابع مي توانستيم تا چند مرتبه مشتق بگيريم در توابـع  

 .كه به صورت زير تعريف مي شود. توان در صورت امكان چندين مرحله مشتق جزئي محاسبه كرد

(.                                                       مشتق بگيريم xيعني دو بار نسبت به 
x

f
(

xx

f
fxx 











٢

٢
 

(                                .                       مشتق بگيريم yيعني دو بار نسبت به 
y

f
(

yy

f
f yy 











٢

٢
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(                              xمشتق بگيريم سپس نسبت به  yيعني ابتدا نسبت به 
y

f
(

xyx

f
f yx 











٢
 

(                              yمشتق بگيريم سپس نسبت به  xيعني ابتدا نسبت به 
x

f
(

yxy

f
fxy 











٢
 

 .مشتقات مرتبه بالاتر نيز به همين ترتيب تعريف مي شوند
٣٢٢٣مشتقات جزئي مرتبه اول و دوم تابع  ۴٣ yyyxx)y,x(f  را بدست آوريد. 

xyx
x

f
fx ۶٣ ٢ 




 

٢٢ ١٢٢٣ yyx
y

f
f y 




 

xx
vx

f
fxx ۶۶

٢

٢



 

y
y

f
f yy ٢۴٢

٢

٢





 

x)yyx(
xyx

f
f yx ۶١٢٢٣ ٢٢

٢









 

fxyfyx  

x)xyx(
yxy

f
fxy ۶۶٣ ٢

٢









 

پيوسـته باشـند آنگـاه     (a,b)در نقطه  fyxو  fxyباشد و توابع  yوxتابعي با دو متغيره با متغيرهاي  fاگر  :قضيه
)b,a(f)b,a(f yxxy   

 :ديفرانسيل كل تابع
كل تابع به صورت زير تعريـف   تابعي دو متغيره و مشتقات مرتبه اول آن موجود باشد ديفرانسيل fدر صورتي كه 

 .مي شود

dy.
x

f
dx.

x

f
df








 

تابعي چهار متغيـره باشـد    gديفرانسيل كل توابع بيش از دو متغير نيز به همين ترتيب تعريف مي شود مثلاً اگر 
 .ديفرانسيل كل به صورت زير بدست مي آيد

dt.
t

g
dz

z

g
dy.

y

g
dx.

x

g
dg
















 

٢٣ديفرانسيل كل تابع  :مثال ٢yx)y,x(f  را بدست آوريد. 

y
y

f
x

x

f
۴٣ ٢ 
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ydydxxdy.
y

f
dx.

x

f
df ۴٣ ٢ 








 

xyyx)y,x(fديفرانسيل كل تابع  :مثال ٣٢٢   1را وقتي كهx=  2وy= 1/0dx=  2/0وdy=  است را
 .محاسبه كنيد

xy
y

f
yx

x

f
٣٢٣٢ 






 

٢٠١٣٢٢١٠٢٣١٢

٢

١

١٠

٢٠

/)(/)(

y

x

/dx

/dy

dfdy.
y

f
dx.

x

f
df 














 

٢٠٢٠۴٠ ///df  
 : باشند در اين صورت داريم tتابعي از  yوxباشد و متغيرهاي  yوxتابعي از دو متغير  fدر صورتي  :تهنك

dt.
dt

dy
dy,dt.

dt

dx
dx  

٣٢٢٣٢ديفرانسيل كل تابع  :مثال ٢٣ zyx)t,t,t(f  را بدست آوريد. 

٢٣با توجه به سوال  :جواب ٣ tx,ty,tz  است            tdtdt.
t

x
dx ٢




 

dttdz

dtdy
dz

z

f
dy.

y

f
dx.

x

f
df ٢٣

٣
















 

)t)(z()dt)(y()tdt).(x(df ٢٢ ٣٣٣۴٢٢  
dtttdtdttdf ٨٣ ٩٣۶۴  

dt)ttt(df ٣۶۴٩ ٣٨  
 :tنسبت به  fمشتق كل تابع 

 fباشند در اين صورت مشتق كل تابع  tتابعي از  y,xباشد و متغيرهاي  yوxتابعي از دو متغير  Fدر صورتي كه 

                                                                 از رابطه tسبت به ن
dt

dy
.

y

f

dt

dx
.

x

f

t

f










  

 .نيز به همين ترتيب تعريف مي شود ٢nمتغيره  nبراي توابع . بدست مي آيد
xzyzxy)z,y,x(fفرض كنيد  :مثال   كه در آنtsinx  وtey,tcosz   مشتق كلf   نسـبت

 .را بدست آوريد tبه 

dt

dz
.

z

f

dt

dy
.

y

f

dt

dx
.

x

f

t

f














 

)tsin)(xy()e)(zx()t)(coszy(
dt

df t  

)tsin)(tsine(e)tcost(sintcos)et(cos
dt

df ttt  
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tsintcosetcos
dt

df t ٢٢ ٢  

 
 :قاعده زنجيره اي براي توابع چند متغيره

نسـبت   fباشند آنگاه مشتق جزئي مرتبه اول VوUز دو متغير توابعي ا y,xباشد و  y,xتابعي دو متغيره از  fاگر 
 برابر است با  VوUبه متغيرهاي 

 
U

y
.

y

f

U

x
.

x

f

U

f


















 

V

y
.

y

f

V

x
.

x

f

V

f
















 

 اين قاعده براي توابع بيش از دو متغير نيز قابل تقسيم است :نكته
yx(Ln)y,x(f(فرض  :مثال  srx,sryكه در آن  ٢  نسبت به  fمشتقهاي جزئي مرتبه اول  ٢

r  وs را بدست آوريد. 

r

y
.

y

f

r

x
.

x

f

r

f
















 

)sr()sr(

)sr(

yx

x
).(

yx
).(

yx

x

r

f




















٢

٢٢٢٢
٢

١
١

٢
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)sr()sr(

)sr(

yx

x
).(

yx
).(

yx

x

s

f




















٢

٢١١٢
١

١
١

٢
٢٢٢٢

 

 نيضممشتق گيري 
ه باشد به آن تابع ضمني گويند كه بنابر قاعده زنجيـره اي نتيج ـ  xتابعي از  yو متغير  ٠)y,x(fفرض كنيم 
 .مي گيريم

x
f

y
f

)y,x(Fx

)y,x(Fy

dy

dx
,

y
f

x
f

)y,x(Fy

)y,x(Fx

dx

dy
)y,x(f




















 ٠ 

 .استاين قاعده براي توابع از دو متغير نيز قابل تقسيم  :نكته

zyex)z,y,x(fاگر : مثال  باشد حاصل  ٣
y

z


 را بدست آوريد. 

١
٣

٣









zy

zy

ex

ex

)z,y,x(Fz

)z,y,x(Fy

y

z 

 :ماكسيمم و مينيمم توابع در متغيره
 نقطه اي از دامنه تعريف آن در اين صورت داريم (a,b)باشد و  y,xو متغيره تابعي از د f(x,y)اگر
b,a(f)y,x(f(داشته باشيم  fاز دامنه تعريف  (x,y)اگر براي هر . گويند fرا ماكسيمم مطلق  f(a,b)) الف  
b,a(f)y,x(f(داشته  fاز دامنه تعريف (x,y)اگر براي هر . گويند fرا مينيمم مطلق  f(a,b)) ب  



٧٠ انتشارات حافظ پژوه

وجـود داشـته باشـد بـه      fدر دامنه  (a,b)داراي ماكزيمم نسبي است اگر دايره اي به مركز  (a,b)در  fتابع ) پ
b,a(f)y,x(f(در درون دايره داشته باشيم  (x,y)طوري كه به ازاي هر   

وجود داشته به طـوري كـه    fدر دامنه  (a,b)داراي مينيمم نسبي است اگر دايره اي به مركز  (a,b)در fتابع )ت
b,a(f)y,x(f(در درون دايره داشته باشيم    (x,y)به ازاي هر   

 :قضيه
 موجود باشد و fyو  fxيك ماكسيمم يا مينيمم نسبي دارد اگر(a,b)در  f(x,y)تابع دو متغير

 ٠٠  )b,a(f,)b,a(f xy 
 .اكسترمم نيز گويند نقاط ماكسيمم يا مينيمم را نقاط :نكته

                          .را نقطه بحراني گويند اگر در دستگاه صدق كند (a,b)نقطه : نقطه بحراني








٠

٠

)b,a(f

)b,a(f

y

x 

xyx)y,x(fاگر  :مثال ١٢٣٣   باشد مقدار ماكسيمم يا مينيمم نسبي تابعf را بدست آوريد. 




























٠٠٣

٢٠١٢٣

٠

٠

٢

٢

yy
y

f

xx
x

f

)b,a(f

)b,a(f

y

x 

 مي باشد fنقطه بحراني تابع ) -2و0(و +) 2و0(اين نقاط بنابر
١۶٢۴٠٨٠٢            مينيمم نسبي است +) 2و0(نقطه  ),(f 
١۶٢۴٠٨٠٢ماكسيمم نسبي است             ) -2و0(نقطه   ),(f 
٠اگر  :نكته )b,a(f)b,a(f yx  ولي تابعf  در(a,b) تـابع  . ي نداشـته باشـد  ماكسيمم يا مينيمم نسبf  در
 .داراي يك نقطه زين اسبي است (a,b)نقطه 

 مراحل تعيين نقاط ماكسيمم و مينيمم نسبي و زين اسبي با آزمون مشتق دوم

نقاط بحراني تعيين مي كنيم                                                           -1








٠

٠

)b,a(f

)b,a(f

y

x 

)f,f,f(را محاسبه مي كنيم مشتقات مرتبه دوم  -2 xyyyxx 

 (a,b)موجود باشـد و در درون دايـره اي بـه مركـز      Fفرعي مرتبه اول و دوم  در صورتي كه مشتقهاي -3
                                              پيوسته باشند ٢)b,a(f)b,a(f)b,a(f)b,a( xyyyxx  

 .ت زير امكان دارد رخ دهدمبين معادله را محاسبه مي كنيم كه هر يك از حالا
٠٠اگر ) الف  )b,a(,)b,a(fxx  باشد آنگاهf  در(a,b) ماكسيمم نسبي دارد 
٠٠اگر ) ب  )b,a(,)b,a(fxx  باشد آنگاهf  در(a,b) مينيمم نسبي دارد 
٠اگر ) پ )b,a(  باشد آنگاهf  در(a,b) ع يك نقطه زين اسبي است به عبارتي تابf داردن اكسترمم نسبي 
٠اگر  )ت )b,a( باشد از اين آزمون نتيجه اي به دست نمي آيد. 

xyyx)y,x(fنقاط اكسترمم نسبي يا نقطه زين اسبي تابع  :مثال ۶٣٣  را بدست آوريد. 
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٠٢۴٣٠۶
۴

٣
٠۶

٢
٣٠۶٣

٢
٢۶٣٠۶٣

١
۴

۴
٢

٢
٢

٢
٢٢٢

xxx
x

x)
x

(yyf

x
yyxyxyxf

)

y

x
 

٢٠٢٠٠٨٣ ٢١٢١
٣  y,y,x,x)x(x 

 .مي باشد) 2و2(و) 0و0(به صورت  fبنابراين نقاط بحراني تابع 
۶۶۶  fxyyfxf yyxx 

۶٠٠٠٠٠٠٠٠  ),(fxy),(f),(f yyxx 

٣۶۶٠٠٠٠ ٢  )(),()b,a(f)b,a(f).b,a(f)b,a( y,xyyxx 

 نقطه زين اسبي است) 0و0(بنابراين نقطه 
۶٢٢١٢٢٢١٢٢٢  ),(fxy),(f),(f yyxx 

٠١٠٨۶١٢١٢٢٢ ٢  )(),( 

.      نسبي است minداراي ) 2و2(در نقطه  fتابع



٠٢٢

٠٢٢

),(f

),(

xx
 

 ماكسيمم و مينيمم توابع چند متغيره با محدوديت
در عمل تعيين ماكسيمم و مينيمم يك تابع چند متغيره با توجه به يك يا چند شرط صورت مي گيرد كـه ايـن   

 .عمل به دو روش صورت مي گيرد
در اين روش با توجه به شرط يكي از متغيرها را برحسب متغيرهـاي ديگـر بدسـت     :روش جايگزيني -1

 .ده و در تابع اصلي قرار مي دهيمآور
١٢فرض كنيد مصرف كننده اي بستگي به مصرف او از دو كالا داشته باشد اگر  :مثال x,x  3و3ميزان مصرف او 

واحد پول درآمد مصرف كننده باشد و تابع مطلوبيـت ايـن مصـرف     24واحد پول به ترتيب  قيمت اين دو كالا و 
٢١٢١كننده به صورت  ۴ xx)xx(fU   ١٢باشد x,x     را طوري تعيين كيد كه مطلوبيت مصـرف كننـده بـه

 .حداكثر برسد
٢۴٣٢تابع محدوديت به صورت  ٢١  xx مي باشد 

٢١٢١٢١ ٢

٣
١٢٣٢۴٢٢۴٣٢ xxxxxx  

٢
٢٢٢٢٢١ ۶۴٨

٢

٣
١٢۴۴ xxx).x(UxxU  

 .تا نقاط اكسترمم مشخص شودمي گيريم  ٢xمشتق نسبت به 

۴٠١٢۴٨ ٢٢
٢

 xx
dx

dU 

۴٢بنابراين در نقطه  x                                                         ٠١٢داراي ماكزيمم است
٢
٢

٢


dx

Ud 

۶۴
٢

٣
١٢

٢

٣
١٢ ٢١  xx 



٧٢ انتشارات حافظ پژوه

 نژروش لاگرا -2
بـه   بدست آوريـم در ايـن روش    =0g(x,y)را تحت محدوديت  f(x,y) مي خواهيم ماكسيمم يا مينيمم تابع

y,x(g)y,x(f)y,x(F(در نظر گرفته مي شود و تابع  ضريب لاگرانژ عنوان      را بـه عنـوان تـابع لاگرانـژ 
 .تعريف مي كنيم و با حل دستگاه زير نقاط ماكسيمم يا مينيمم بدست مي آيد
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٠

٠
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٢٢زيمم مقدار تابع ماك :مثال xy)y,x(f   ۶٢با شرط  yx را بدست آوريد. 
٠۶٢  yx)y,x(g 

)y,x(g)y,x(f)y,x(F  
)yx(xy)y,x(F ۶٢٢٢  
































۴٠۶٢
٢

٠۶٢

٠٢٢

٢
٠٢

yx
F
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F

xx
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 .نقطه بحراني تابع تحت شرط مفروض مي باشد) 2و4(نقطه بنابراين 

۴٢
٢




 y,x 

 f(x,y)شرط كافي براي وجود ماكسيمم يا مينيمم توابع چند متغيره با محدوديت در صورتي كه تابع دو متغيره 
تابع لاگرانرد معرفي شده باشد ثابت مي شـود شـرط كـافي     F(x,y,)داده شده باشد و  =0g(x,y)تحت شرط

 براي وجود ماكسيمم يا مينيمم به صورت زير است
 است اگر  ماكسيمم) الف

٠

٠



yyyxy

xyxxx

yx

FFg

FFg

gg

 

 مينيمم است اگر ) ب

٠

٠



yyyxy

xyxxx

yx

FFg

FFg

gg

 

 .ماكزيمم نسبي است) 2و4(در مثال قبل آيا نقطه 
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٢٢٢١  yyxxyx FFgg 
٠٠  yxxy FF 

٠٢٢٠٢

٢١٠٢١

١٠٢١٠٠



yyyxy

xyxxx

yx

FFg

FFg

gg

 

                                                                  ماكزيمم نسبي است  ٠۶٨٢٠٠٠ )()( 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



٧٤ انتشارات حافظ پژوه

 
 فصل ششم

 معادلات ديفرانسيل
  nمعادله ديفرانسيل مربعه 

٠. باشد xتابعي از yاگر  )y,....y,y,x(F )n(  يك رابطه بينx  وy  و مشتقهاي آن باشد رابطهF  يك معادله
 .گويند nديفرانسيل معمولي مرتبه 

بيشترين مرتبه مشتق در معادله ديفرانسيل را مرتبه معادله ديفرانسيل و بيشترين توان بزرگترين مرتبه مشتق را 
 .درجه معادله ديفرانسيل گويند

٠۶٣۴          1معادله ديفرانسيل مرتبه دوم درجه   xyy 

٠۴۶٣۶        2معادله ديفرانسيل مرتبه چهار درجه 
۴

۴
 xyy)

dx

yd
( 

٠٣۴۶۵              1درجه  5معادله ديفرانسيل مرتبه   ycosyx)x(y )( 
 جواب عمومي معادله ديفرانسيل

ــه هــر  ــابع Ixدر صــورتي ب ــه  y=f(x)، ت ٠و مشــتقهاي آن در معادل )n(y,.....y,y,x(F صــدق كنــد .
y=F(x) جواب عمومي معادله ديفرانسيل گويند. 

 را بدست آوريد ٨yجواب عمومي معادله ديفرانسيل  :مثال

٨٨٨٨مجموعه جواب عمومي   ycxydxdy
dx

dy
y 

مي تواند هر عدد دلخواه باشد جواب منحصر به فرد نيست در صورتي كه شرايط اوليه داده شـود جـواب    cچون 
 .گويندمنحصر به فرد بدست مي آيد كه به آن جواب خصوصي 

٣١را با شرط اوليه  ۵yجواب عمومي و خصوصي معادله ديفرانسيل  :مثال )(y را بدست آوريد 

cxydxdy    جواب عمومي
dy

dy
y  مختصات داده شده بايد در جواب عمـومي   ۵۵۵

 .صدق كند
٢١۵٣٣١  cc)(y 

٢۵                                                   جواب خصوصي               xy 

٠در معادله  :مثال
x

y
y ٠x  ١١و با شرط اوليه )(y جواب عمومي و خصوصي را بدست آوريدو 

x

dx

y

dy

x

y

dx

dy

x

y
y

x

y
y 


 ٠ 

 جواب عمومي

x

C
ycLnxLnycLnxLny  ١ 

       جواب خصوصي
x

yc
C

)(y
١

١
١

١١١
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٠۶۵معادله ديفرانسيل  :مثال  yyy را در نظر بگيريد. 
xxنشان دهيد هر يك از توابع ) الف ey,ey  ١

۶
 جوابي از معادله ديفرانسيل فوق است ٢

١٢نشان دهيد براي هر دو عدد حقيقي ) ب c,c  تابعxx ececy ۶
٢١      جوابي از معادله ديفرانسـيل فـوق

 است
 .بايستي جوابها در معادله صدق كنند) الف

xxx eyeyey  اگر 
٠٠٠۶۵بنابراين جواب است                                                                     xxx eee 

xxx eyeyey ۶۶۶ ٣۶۶ اگر 
٠٠٠۶۵٣۶بنابراين جواب است                                                               ۶۶۶  xxx e)e(e 

 )ب
xxxxxx ececyececyececy ۶

٢١
۶

٢١
۶

٢١ ٣۶۶   
٠۶۶۵٣ ۶

٢١
۶

٢١
۶

٢١   )ecec()ecec()ecec( xxxxxx 
 ٠٠بنابراين جواب است            

 عادله ديفرانسيل يك جواب براي معادله ديفرانسيل استهر تركيب خطي از جوابهاي م :نكته
٠براي بدست آوردن جوابهاي عمومي معادلـه ديفرانسـيل مرتبـه     :نكته cyybya    معادلـه درجـه دوم

٠٢  cbtat  ٠را تشكيل مي دهيم در صورتي  باشد وA وB در اين صورت  ريشه هاي معادله باشند 
AtBt ec,ec  و هر تركيب خطي آنها جواب معادله ديفرانسيل است١٢

٠٢٣جوابهاي عمومي معادله ديفرانسيل  :مثال  yy را بدست آوريد. 
٠٢٣٣ ٢  tt 

١٢١۴٣۴ ٢٢  cab 
















٢

١

١٢

١٣

٢٢١ B

A

a

b
x , 

tAt eyecy  ١١١ 
tBt ecyecy ٢

٢٢٢٢  
 . هر تركيب خطي دو جواب بدست آمده نيز يك جواب عمومي براي معادله ديفرانسيل فوق است

 :حل معادله ديفرانسيل
 معادله ديفرانسيل جدايي پذير -1

٠معادله ديفرانسيل  dy)y(qdx)x(P      كه با انتگرال گيري مستقيم از طرفين معادلـه مـي تـوان جوابهـاي
 ي آن را بدست آورد معادله ديفرانسيل جدايي پذير گويند عموم
٠٣معادله ديفرانسيل  :مثال ٣٢  dydxyx را حل كنيد. 
٠٣                                                                                  ٣yتقسيم بر فينطر ٢٢  dydxyx 



٧٦ انتشارات حافظ پژوه

 
  cyxC
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 :معادله همگن
ــابع دو متغيــره  باشــد، داشــته باشــيم  fمتعلــق بــه قلمــرو  (tx,ty)كــه  t,y,xاگــر بــه ازاي هــر  f(x,y)در ت

)y,x(ft)ty,tx(f n  در اين صورت معادله فوق را معادله همگن مرتبهn گويند. 

آيا معادله  :مثال
x

y
xyx)y,x(f

۵
۴٢٢ ۶۴٢  همگن است. 

)tx(

)ty(
)tx()ty()tx()ty,tx(f

۵
۴٢٢ ۶۴٢  

)y,x(ft
x

y
xyxt ۴

۵
۴٢٢٢ ۶۴٢ 












 

 .مي باشد 4بنابراين همگن از درجه 
 .نهاي هر جمله در چند جمله اي را درجه معادله همگن گويندامجموع تو :نكته

 :معادله ديفرانسيل همگن -2
٠معادله ديفرانسيلي به فرم  dy)y,x(Ndx)y,x(M   را اگـرM(x,y)  وN(x,y)     تـوابعي همگـن باشـند

txy,xdttdxdyمعادله ديفرانسيل همگن گويند و با تغيير متغير        مي تـوان آن را بـه معادلـه جـدايي
 .پذير تبديل كرد

 . معادله ديفرانسيل زير را حل كنيد :مثال
٠٣٣ ٣٣  dyxdx)xyy( 

yxy)y,x(M,x)y,x(N ٢٣٣ ٣٣   هستند 3كه هر دو همگن درجه. 
xdttdxdytxy  

٠٣٣ ٣٣٣٣  )xdttdx(xdx)txxt( 
٠٣                                      ۴٣xtطرفين بخش بر ۴٣٣  dtxdxxt 

٠٣
٣


t

dt

x

dx 

  


 c
t

)x(Lnc
t

dt
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dx
٢٣ ٢

٣
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x

y
ttxy  

                                          جواب عمومي معادله ديفرانسيل 
٢

٢
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cxLnc
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 :معادله ديفرانسيل كامل -3

٠هرگاه در معادله  ديفرانسيل  dy)y,x(Ndx)y,x(M  رابطه
x

N

y

M






  برقرار باشد معادله ديفرانسيل

 .را معادله ديفرانسيل كامل گويند
 :قضيه

٠معادله ديفرانسيل كامل  dy)y,x(Ndx)y,x(M  داراي يك جواب به صورتF(x,y)=c  است كه در آن 

)y,x(M
x

N
),y,x(N

y

F







  وc يك عدد ثابت است. 

 :مراحل حل مسائل يك معادله ديفرانسيل كامل
 .عدد ثابت فرض مي شود yانتگرال مي گيريم بنابراين  xنسبت به  M(x,y)از تابع  )1

  )y(f)y,x(Gdx)y,x(M)y,x(F 
F(y)  : تابعي بر حسبy است. 

 .قرار مي دهيم N(x,y)مشتق مي گيريم و برابر  yنسبت به  f(x,y)از تابع ) 2

)y,x(N
)y(

)y(F

y

)y,x(G

y

)y,x(F












 

y

)y,x(G
)y,x(N

y

)y(F








 

از تابع )3
y

)y(F


 نسبت بهy  انتگرال مي گيريم تا برابر تابعf(y) بدست آيد. 

)y(fdy
y

)y(F





 

ــورت      -4 ــه ص ــايي ب ــواب نه ــابراين ج c)y(f)y,x(G)y,x(Fبن      ــيل ــه ديفرانس ــود معادل ــي ش م
٠٣ ٢  dxedy)yxe( yy  ٢٣فرض . را حل كنيدyxe)y,x(N y  ye)y,x(M  چون اگر. باشد 

x

)y,x(N

y

)y,x(M







  است باشد معادله ديفرانسيل كامل. 
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 الات تشريحيسؤ

با استفاده از اعمال سطري وارون ماتريس  .1
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 .صحيح است) د(گزينه  -11
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٩٦ انتشارات حافظ پژوه

 دقيقه 60دقيقه تشريحي  60تكميلي   تستي و: زمان امتحان      85-86نيمسال اول 
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 3. د -6 .ج 2. ب 1.الف       

23مساحت محدود به نمودار توابع . 8 xy,xy  ت بابرابر اس : 
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 .انتگرال هاي زير را محاسبه كنيد .1
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بنابراين ماتريس الحاقي به صورت
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 دقيقه 60دقيقه تشريحي  60تستي و تكميلي  : زمان امتحان      85-86نيمسال دوم 
 

انتگرال  .1
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